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本册导引

亲爱的同学,新学期开始了。

摆在你面前的这本书,是 我们根据 《义务教育数学课程标准 (2011年

版)》 编写的教科书的八年级下册。现在我们一起来看看这本书的内容。

我们已经学过整式与分式,知道实际问题中的很多数量关系可以用它们表

示。本册我们再来学习
“二次根式

”
。掌握二次根式的内容,我们就能够解决

更多的数量关系问题。

三角形中还有许多奥秘等着你去探究。你知道直角三角形的三条边有什么

关系吗?请你到
“
勾股定理

”
中去探索。在探索的过程中,你会由衷地感叹数

学的美妙与和谐。

在我们生活的世界随处可见平行四边形的身影,各种各样的平行四边形装

点着我们的生活,给我们带来美的感受。一般的平行四边形与特殊的平行四边

形——矩形、菱形、正方形之间有什么联系和区别?它们有怎样的性质?通过
Ⅱ
平行四边形

”
一章的学习,你会对这些问题有更深的认识。

我们生活在变化的世界中,时 间的推移、人口的增长、水位的升降⋯⋯变

化的例子举不胜举,函 数将给你提供描述这些变化的一种数学工具。通过分析

实际问题中的变量关系,得到相应的函数,你就能利用它解决非常广泛的问

题。学习了 一̈次函数
”,你会对这些有所体会。

我们已经了解了一些数据处理的基本方法,看到统计在现代生活中扮演着

越来越重要的角色。
“
数据的分析

”
将引导你进一步学习数据处理的方法,比

如如何分析数据的集中趋势,如何刻画数据的离散程度等。通过一些有趣的调

查活动,你会对数据的作用有更深刻的认识,对用样本估计总体的思想有更多

的体会。

数学伴着我们成长、数学伴着我们进步、数学伴着我们成功,让我们一起

随着这本书,继续畅游神奇、美妙的数学世界吧 !
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第十六章 二次根式

电视塔越高,从塔顶发射出的电磁波传播得
越远,从而能收看到电视节目的区域就越广。电视
塔高九 (单位:km)与 电视节目信号的传播半径
r(单位 :km)之间存在近似关系 r=√2R九 ,其 中
R是地球半径,R≈ 6幻 O km。 如果两个电视塔的
高分别是九1km,九2km,那 么它们的传播半径之

比是
芸雾雾乒

你能将这个式子化简吗?

化简这个式子需要二次根式的有关知识。我们

学过整式的运算、分式的运算。如何进行二次根式

的运算呢?这就是本章要解决的主要问题。通过本
章学习,可以为后面的勾股定理、一元二次方程

等内容的学习打下基础。
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16.1二次根式

思考

用带有根号的式子填空,看看写出的结果有什么特点 :
(1)面积为 3的 正方形的边长为____,面 积为 S的 正方形的边

长为    。
(2)一个长方形的围栏,长是宽的 2倍 ,面积为 130m2,则 它的宽

为    m.
(3)一 个物体从高处自由落下,落到地面所用的时间莎(单位:s)

与开始落下时离地面的高度九 (单位:m)满足关系九=5莎 2。 如果用含有
九的式子表示彦,那么彦为    。

上面问题的结果分别是溽 ,溽 ,洒 ,√罾,它们表示一些正数的算术

平方根。

我们知道,一个正数有两个平方根;0的平方根为 0;在实数范围内,负

数没有平方根。因此,在实数范围内开平方时,被开方数只能是正数或 0。

一般地,我们把形如√7(a≥ O)的 式子叫做二次根式 (qtladratic

radical),γ
~”
称为二次根号。

例 1 当r是怎样的实数时,   2在实数范围内有意义?
解:由 J-2≥0,得

J≥ 2。

当r≥2时 ,√
/J-2在
实数范围内有意义 .

思考

当J是怎样的实数时,√t2在实数范围内有意义?√t3呢 ?

2 第十六章 二次根式
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I 1.要画一个面积为 18cm2的长方形 ,使它的长与宽之比为3:2,它 的长、宽各应
‘

I  取多少?

| 2。 当色是怎样的实数时,下列各式在实数范围内有意义?

|   (1)√
′Ω-1;     (2)√ 2Ω +3;

`  (3)√

t石 ;      (4)/5_Ω。                      '

当Ω)O时 ,√t表示Ω的算术平方根,因此√t)0;当 c=0时 ,γ厅 表
示 0的算术平方根,因此√t=O。 这就是说,当 c≥O时 ,√t≥ O。

探究

根据算术平方根的意义填空:

△厅)2=___ˉ ;(√7)2=___ˉ ;

卩 =~晌饪~.
洒 是4的算术平方根,根据算术平方根的意义,洒是一个平方等于吐的

非负数。因此有“D2=4。

同理,柜 ,樗 ,雨分别是⒉ 告,0的算术平方根。因此有⒄
2=⒉

晤)2=告 ,雨y乱
一般地 ,

臼t)2=c(Ω≥O)。

例2 计算 :

(1)(√π )2;    (2)(2Ⅳ f歹 )2。

解:(1)〔湎 )2=1.5;

(2)(2γ丐)2=22× 臼t)2=4× 5=20。

第十六章 二次根式  3
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探究

填空 :

/7=____,v巧
=F=

厣 =~;雁

溜=⒉ 硕ΓF=⒍△陌 =ξ ,

一般地,根据算术平方根的意义 ,

石7=ε (Ω≥o)。

例3 化简 :
(1)√π ;     (2)v/(-5)2。

解:(1)/两 =淫 =吐 ;
(2)√(-5)2=  =5。

回顾我们学过的式子,如 5,Ω ,c+D,一汕,÷ ,

们都是用基本运算符号 (基本运算包括加、减、乘、除、

数的字母连接起来的式子,我们称这样的式子为代数式

√犭
2=O。

—J3,雨 ,沥Ω≥O),它

乘方和开方)把数或表示
(algeb1fI彐Lic expresslon)。

1.计算 :

(D雨 )2;
2.说出下列各式的值 :

(1)胛
;

(3)—
^ˇ

/′ (—π)2;

(2)(3沔 )2。

4 第十六章 二次根式
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复习巩固

1.当 夕是怎样的实数时,下列各式在实数范围内有意义?

(1)√′c+2;

(3)√飞厉 ;

2,计算 :

(D⒃ )2;  (2) (0(5溽 )2;

⑸收一⑼%⑹ ←7
3.用 代数式表示 :

(1)面积为 S的 圆的半径 ;
(2)面积为 S且两条邻边的比为 2:3的 长方形的长和宽。

4.利 用α=臼t)2(Ω≥0),把下列非负数分别写成一个非负数的平方的形式 :

(1)9;  (2)5; (3) 2.5;    (4) 0,25; ⑸:;⑹ ⒐

综合运用

5.半径为 r crn的圆的面积是,半径为2cm和 3crn的 两个圆的面积之和。求r的值。

6,△ABC的 面积为 12,AB边上的高是AB边长的 4倍。求AB的长.
7,当 ￡是怎样的实数时,下列各式在实数范围内有意义?

⑴〃+△ ⑵洳 D%⑶茌孓 ⑷浩 ·
8,小球从离地面为九 (单位:⑹ 的高处自由下落,落到地面所用的时间为莎(单位:Θ .

经过实验,发现九与莎2成正比例关系,而且当九=⒛ 时,彦 =2,试用九表示莎,并

分别求当凡=10和 九=25时 ,小球落地所用的时间.

拓广探萦

9,(1)已知√
′
18—″是整数,求 自然数″所有可能的值 ;

(2)已知√
′
24饣是整数,求正整数彳的最小值。

10.一个圆柱体的高为 10,体积为 y。 求它的底面半径 r(用 含 y的代数式表示),

并分别求当V=5π ,10π 和⒛π时,底面半径 r的大小.

樗)2; (8)一←引

第十六章 二次根式  5
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16.2二次根式的乘除

由算术平方根的意义,沔 ,褥 ,拒 ,⋯都是实数。当Ω取某个非负数值

时,√t就是非负数a的算术平方根,也是一个实数.这类实数的运算满足怎
样的运算法则呢?我们该如何进行二次根式的加、减、乘、除运算呢?
下面先探究二次根式的乘法法则。

探究

计算下列各式,观察计算结果,你能发现什么规律?

(D√t×√t=   ,^/′ 4× 9=~;
(2)√t6×√勹5=  ~,√ 16× 25=____;
(3)√勹5× /丽 =     ,√ 25× 36=

一般地,二次根式的乘法法则是

√t· γ厉=诌石 (Ω≥O,乙≥0)。

⑵樗×沥.

⑵樗Ⅺπ=茯盯丌=沔姑

把√t· 沥 =诫石 反过来 ,就得到

√π =沥 ·沥 ,

在本章中,如 果
利用它可以进行二次根式的化简。         没有特别说明,所 有

的字母都表示正数.

例 l 计算 :

(D√t×  ;

6 第十六章 二次根式
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例 2 化简 :

(D√16× 81;    (2)Ⅳ/4c2D3。

解:(1)√
′
16× 81=Ⅳπ ×√π =4× 9=36;

(2)v/dε 2乙3=洒 ·/'· √歹

=2· Ω·√
′
D2· D

=‰而 2· 沥

=2c汪历。

例 3 计算 :
(1)Ⅳ巧Ⅱ×√7; (2)3朽 ×2硕 O;

被开方数 妩
233含

4,色2,'这样的因数
或因式,它们被开方后

可以移到根号外,是开
得尽方的因数或因式。

本章中根号下含

有字母的二次根式的

化简与运 算是 选 学

内容。

⑶酒⒎√%.
解:(1)v顸 X厅〓w′ 1吐×7η历吓刁=v7x沥

=‰伢 ;

(2)3√t× 2√tO=3× 2v/5× 1O=6√ 52× 2

=6/歹 ×沥 =6× 5萜

=3%伢 ;

⑶厢
"厚

石=宀·:刀 =石万
=y'· 汀 =￡汀。

'(III:::I::】
II)

计算 :

(D萜×褥 ;

⑶貂议樗;

化简 :

(1)√′49× 121;

(D^/t;

2.

3.一个长方形的长和宽分别是/而 和 2Ⅳ伢.求这个长方形的面积。
`
 
 
 
 
 
 
,
'
'

第十六章 二次根式
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探究

计算下列各式 ,

(1)争 一 ,

(3)i隽
詈
=———

你能发现什么规律?

⑵镖=~,摆=~

一般地 ,二次根式的除法法则是

沥
(ε≥0,D)0)。

⑴箐; ⑵樗÷渑·
解:⑴箬=谔邦=洒劝9轭 ;

利用它可以进行二次根式的化简。

√孑=鲁 G≥⒐乙>ω ,

⑵樗.

例 5 化简 :

⑴诂需;

濉⑴诂髡喘 <吕
⑵樗刊啜爿鬃=:.

8 第十六章 二次根式
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⑴掊; ⑵筹; ⑶携·

解:⑴解法⒈争樗飞厚拜=樗=窘=雩

觥⒉掊镱争罟=譬·

⑵筹可导攴F抵
一锷一名0隽一唔·

⑶携=黠=誓=竽·
观察上面例 4、 例 5、 例 6中各小题的最后结果,比如 2滔 ,嚅 ,垫互

等,可以发现这些式子有如下两个特点 :

(1)被开方数不含分母 ;
(2)被开方数中不含能开得尽方的因数或因式。

我们把满足上述两个条件的二次根式,叫做最简二次根式 (⒍mplest
quadratic radical)。

在二次根式的运算中,一般要把最后结果化为最简二次根式,并且分母中
不含二次根式。

例 7 设长方形的面积为 S,相邻两边长分别为己,D。 已知S=2擂 ,乙 =
/面 ,求 Ω。

解:因为 S=cD,所以

S 2褥 2滔×硕 o 雨 oΩ=丁=而
飞石;×√π 5·

第十六章 二次根式  9
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现在来看本章引言中的问题。

如果两个电视塔的高分别是九1km,

√2R九 1。
这个式子还可以化简 :

√2R九 1 √冢 ·√玩1 √冗1
√2R九 2 √冢 ·√冗 √冗

我们看到,这个比与地球半径无关。

出比值。

九2km,那么它们的传播半径之比是

√π ·√砺 √九1九 2

√冗 ·√冗  九2·
这样,只要知道九1,九 2,就可以求

1.

⑴滔韶;⑵嚅弘⑶历÷湎;⑷
把下列二次根式化成最简二次根式 :

⑴沔;⑵ 颅;⑶丙丐;⑷ 浮
3.设长方形的面积为 S,相邻两边长分别为夕,乙。已知 S=16,3=√t0,求 伤,

°
乙

复习巩固

1,计算 :

(1)√24×√勿 ;

(3)√t8×√勹万×  ;
2.计 算 :

(D√π ÷溽 ;

3,化简 :

(1)√厕 ;  (2)√ 勹石σ;

4.化简 :

⑴ ;⑵碚;⑶男箐;

10 第十六章 二次根式
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⒌ 根据下列条件求代数式
二生L篑≡≡≡ 的值 :

(1)a=1,乙 =10,‘ =-15;
(2)n=2,D=-8,‘ =5.

综合运用

6.设长方形的面积为 S,相邻两边分别为α,乙 .

(1)已知 夕='√愆,3=^√勹2,求 S;

(2)已知 Ω=2  ,沙 =、盈 ,求 S.
7.设正方形的面积为 S,边长为Ω,
(1)已知 S=50,求 Ω;
(2)已知 S=242,求 a,

8,计算 :

(1)汀I×√t6;

⑶男箐×擂;

⑵
vf军
×樗 ;

(4)v巧 7×√tσ÷√t.

⒐ 已矢踊 ≈⒈414,气∫
雩
与褥 的近似值 ,

10.设长方形的面积为 S,相邻两边长分别为曰,D.已知S=4√t,曰 =√t5,求 沙.

11.已知长方体的体积 V=帆厅 ,高 九=3拒 ,求它的底面积 S.

拓广探索                    加

12.如 图,从一个大正方形中裁去面积为 15cm2和 24cm2自勺两

个小正方形,求留下部分的面积。

13,用 计算器计算 :

(1)ˇ巧×9+19; (2)/99× 99+199;

(3)^ˇ /′ 999× 999+1999; (4)√′9999× 9999+19999.

观察上面几题的结果 ,你 能发现什 么规律?用 你发现的规律直接写 出下题的

结果 :

(第 12题 )

刀个 9
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16.3二次根式的加减

问题 现有一块长为 7.5dm、 宽为 5dm的
木板,能否采用如图 16.31的方式,在这块木板

上截出两个面积分别是 8dm2和 18dm2的正方形

木板?

因为大、小正方形木板的边长分别为/丙 dm

和洇 dm,显然木板够宽。下面考虑木板是否
够长。

由于两个正方形的边长的和为(洇 +/丙 )dm。

这实际上是求溽 ,/丙这两个二次根式的和,我

们可以这样来计算 :

洇 +/两

=2萜 +3柜  (化成最简二次根式)

=(2+3)沔   (分配律 )
=5√2。

由扼 <1.5可知 5^沔 <7.5,即两个正方形的
边长的和小于木板的长 ,因此可以用这块木板按

要求截出两个面积分别是 8dm2和 18dm2的正方

形木板。

在有理数范围内

成立的运算律 ,在 实
数范围内仍然成立.

分析上面计算溽 +√π 的过程,可以看到,把洒和√π 化成最简二次根式

2沥和 3萜后,由于被开方数相同 (都是 2),可以利用分配律将 2^沔和 3萜进

行合并。

一般地,二次根式加减时,可以先将二次根式化成最简二次根式,再将被

开方数相同的二次根式进行合并。

图 16,31

12 第十六章 二次根式
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例

0
解

⑿

计算 :

√丽 一√π ;
(2)J死 +√25Ω 。

(DJ丽 一拒 5=吐福 -3溽=福 ;

√匆ε+/死万=3、厉+5√t=8√t。

例 2 计算 :

(1)2√t2-6  +弘砸8;

(2)(雨2+/丽 )+(滔一溽 )。

解:⑴ 2沔刊樗扪洒
=⒋厅一h厅 +1纨厅

=1⒋厅 ;

(2)(硕 2+雨ω +(擂一茯0

=h厅 +纨厅+γ厅一沔

=弘厅+Ⅳ丐。

比较二次根式

的加减与整式的加

减 ,你能得 出什么

结论 ?

擂 与福 能合

并吗?

0

下列计算是否正确?为什么?

(D√t—√t=v/′8-3;

(2)√T+√t=厢 ;

(3)弘历一倌 =2 。
计算 :

(D‰厅—帆厅 ;
(2)厢一沥 +栌L
(3)√t8+G俪 一√勹7);

⑷栩+湎》W丁刊㈡。
如图,两个圆的圆心相同,它们的面积分别是1z.“和⒛.

求圆环的宽度 dC9r取 3。 ⒕,结果保留小数
`点
后两位)。

(第 3题 )

第十六章 二次根式 13
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例3 计算 :

(1)(洇 +≮0×沉 ;  (2)(4沥 -3沉 )÷ 2沔。

解:(1)(洇 +沔 )×沉

=溽×沉 +溽×沉

=√
′
8× 6+√
′
3× 6

=蜘t+弘历 ;
(2)(⒋历一弘厅)÷纨历

=⒋历÷纨历一弘厅÷‰伢

=2一号Ⅳ∈·

例 4 计算 :
(1)(萜 +3)( -5);  (2)(沔 +滔×溽 一≮0。

解:(1)(沥 +3)(沔 -5)

=(^√7)2+3√7— %伢 -15

=2_‰历-15

=-13-2√2;

(2)(溽 +滔×朽 一≮勋

=臼t)2一 臼t)2

=5-3

=2。

例 3(D运 用 了
分配律 ,

例 4(1)用 了多项

式乘法法则, (2)用 了

公式 (夕 +3)(伤 一D)=

'一
乙2。

在二次根式的运

算中,多 项式乘法法

则和 乘 法公 式仍 然

适用。

1. 计算 :

(D萜欲「+栌勋 ;
(3)(褥 +3)臼t+2);

计算 :

(1)(4+√7×4_/0;

(3)wt+2)2;

(2)臼丽 +/面 )÷溽 ;

(4)w石 +诏、wt一诏⒉)。

(2)臼t+沥×√t一雨η ;
(4)(2溽一诏、2。

14 第十六章 二次根式
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复习巩固

1.下列计算是否正确?为什么?

(1)√ 2+'√t=√E;

(3)3^√2—√2=3;

2.计算 :

(D2、/π、J;

⑶号湎邾栌孓
3.计 算 :

(l)ˇ/π—'/刃 +萜 ;      (2)

(s)G硒 5+丙 8)一 臼π一丙 2歹); (4)

4,计算 :

(DG/π +弘愿)溽 ;

(3)(%厅 +‰厅)2;

综合运用

(1)J2+2Jy+丿 2; (2)r2—
~,l2.

(2)2+'√’=h厄 ;

(4)Z≡告卫E=褥一拒=3-2=1.

⑵沲一√窍⒎
(4)′√娇 +3曰 v/′ 5oΩ 3,

,
一

 
 
4
亠

:(萜 +≮η寻(萜 +√π)·

(纨厅+弘砑×‰厅一弘厄);

G掏恧→沉)÷沔·

⒌ 已韬 ≈⒉
"⒐
求 5樗 —导/手+/丐的近似值

6,已知 J一沔 +1,丿 =溽-1,求下列各式的值 :

(结果保 留小数‘点后两位 ),

A

(第 7题 )

7.如图,在 Rt△ABC中 ,zC=90° ,CB=G⒋ =Ω ,求 AB的长 .
(提示:作 出AB边上的高,借助△ABC的 面积求解,)

拓广探索

⒏ 已知 a|l=/面 ,求 色一
÷
的值,鼷 示 :利用

← ÷ )2与 0+÷
y铡 的关钔

伤

9,在下列各方程后面的括号内分别给出了一组数,从中找出方程的解 :

(1)2￡ 2-6=0, ⑴t,√t, —√t, 一砍” ;

,-5—‰厅)·‰厅,5~‰厅,-5+纨厅(2)2← +5)2=24,(5

第十六章 二次根式  15
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海伦-秦九韶公式

如果一个三角形的三边长分别为色,3,c,记 p=   ,那 么三角形的面积为

S=~//p(p_Ω )(p-3)(夕一c)·             '①
古希腊的几何学家海伦 (Her。n,约公元 50年 ),在数学史上以解决几何测量问题而

闻名.在他的著作 《度量》一书中,给出了公式①和它的证明,这一公式称为海伦公式。

我国南宋时期数学家秦九韶 (约 1202一约 1261),曾提出利用三角形的三边求面积的

秦九韶公式

卜√÷Lγ—(呷 )η·   ②
下面我们对公式②进行变形 :

√÷Dγ—(Z凵吃齐二兰)η刹咭㈥℃(≡凵≈笋二兰)2
=√ (:Ω3+望凵≈ε二兰)(:Ωa~屮 )

这说明海伦公式与秦九韶公式实质上是同一个公式,所

以戬们也称①为海伦-秦九韶公式.

如 图 1,在△ABC中 ,BC=4,AC=5,AB≡ 6,请 你

用海伦-秦九韶公式求△浊BC的 面积。

图 1

=√p(p—曰)(p-3)(p— c)。

16 第十六章 二次根式
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数 学 活 动

书籍和纸张的长与宽都有固定的尺寸 ,常用纸张的规格由下列两个表

给出 :

A型 mm× mm B型 mm× mm

A5

A4

A3

A2

A1

148〉《210

210× 297

297× 420

420× 594

594〉《841

B5

B4

B3

B2

B1

182× 257

257× 364

364〉《515

500〉《707

707× 1000

(1)使用计算器求出各规格纸张长与宽的比值,你有什么发现?各规

格纸张的长与宽的比有什么关系?

(2)测量教科书与课外读物的长与宽,看看它们的长与宽的比是否也

有类似确定的关系?

做一个底面积为 24cm2,长 、宽、高的比为4:2:1的长方体 ,并回

答下列问题 :

(1)这个长方体的长、宽、高分别是多少?
(2)长方体的表面积是多少?
(3)长方体的体积是多少?

第十六章 二次根式 17
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'l、

-、 本章知识结构图

二次根式的乘除

二、回顾与思考

本章在数的开方知识的基础上,学 习了二次根式的概念、运算法则和加减

乘除运算。

对于二次根式,要注意被开方数必须是非负数。在二次根式的运算和化简

中,要利用运算法则。二次根式的加减法与整式的加减法类似,只 要将根式化

为最简二次根式后,去括号与合并被开方数相同的二次根式就可以了。二次根
式的乘法与整式的乘法类似,以 往学过的乘法公式等都可以运用。二次根式的

除法与分式的运算类似,如果分子分母中含有相同的因式,可 以直接约去。

至此,我们已经学习了整式 (单项式、多项式)、 分式、二次根式等代数
式的概念和运算。因为字母表示数,所以代数式的运算也就是含有字母符号的
算式之间的运算,实际上就是用实数的运算律对这些符号进行运算。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

l。 当￡是怎样的实数时,√t在实数范围内有意义?
2.什 么叫最简二次根式?你能举出一些最简二次根式的例子吗?
3.请你分别举例说明二次根式的加、减、乘、除运算法则。

结

二
次
根

二次根式的加减

18 第十六章 二次根式
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吲耳 ;

2,化简 :

(l)^ˇ//500;

⑶潺 ;

(5) ^ˇ//2r2丿 3;

3.计算 :

⑴防一旷引晤+㈤ ;

(3)(‰厅+沉×纨厅一硕0;

复习巩固

1,当 r是怎样的实数时,下列各式在实数范围内有意义?

⑴厢 ;  ⑵历手玎;

(5)(‰厄+弘厅)2;

4.正方形的边长为夕cm,

求伤的值。

综合运用

⑷浑 ;

⑹樗

⑵Ⅳ两赠÷湎;

⑹(舻孓河 )1

已知岔=褥-1,求代数式 J2+5J-6的值 .

已知 J=2一溽 ,求代数式(7+4√了)J2+(2+褥 )J+溽 自勺值 ,

电流通过导线时会产生热量,电流Ⅰ (单位:A)、 导线电阻R(单位 :Ω )、 通电

时间 r(单位 :s)与 产生的热量 Q(单位:J)满 足Q=r巛扌.已知导线的电阻为
5Ω ,1s时间导线产生 30J的热量,求电流 r的值 (结果保留小数点后两位)。

拓广探索

8,已知″是正整数,√
/189″
是整数,求 ″的最小值。

9.(1)把一个圆心为`点 O,半径为 r的 圆的面积四等分.请你尽可能多地设想各种

(4)

它的面积与长为 96cm、 宽为 12cm的长方形的面积相等。

1

(贯 -1)2

分割方法 .
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如图,以点 O为 圆心的三个同心圆把以o⒋ 为半径的大圆O的 面积四等分.

求这三个圆的半径 OB,∝ ,OD的长。

(第 9(2)题 )

你能看出其中的规律吗?用 字母表示

20 第十六章 二次根式
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第十七章 勾股定理

章前图中左侧的图案是 2O02年在北京召开的

国际数学家大会的会徽 ,它 与数学中著名的勾股

定理有着密切关系。

在我国古代,人们将直角三角形中短的直角

边叫做勾,长的直角边叫做股,斜边叫做弦。根据

我国古代数学书 《周髀算经》记载,在约公元前
11OO年 ,人们就已经知道,如果勾是三、股是四 ,

那么弦是五。后来人们进一步发现并证明了关于直

角三角形三边之间的关系
——两条直角边的平方

和等于斜边的平方,这就是勾股定理。

本章我们将探索并证明勾股定理及其逆定理 ,

并运用这两个定理去解决有关问题。由此可以加深

对直角三角形的认识。
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17.1勾股定理

相传 2500多年前,毕达哥拉斯有一次在朋友

家作客时,发现朋友家用砖铺成的地面图案反映了

直角三角形三边的某种数量关系。我们也来观察一

下地面的图案 (图 17。 11),看看能从中发现什么
数量关系。

毕达哥拉斯 (P皿hcagolcas,约前

5⒛一约前 ∞ω,古希腊著名的

哲学家、数学家、天文学家.

等腰直角三角形的三边

图 17。 ⒈1

思考

图17.12中 三个正方形的面积有什么关系?

之间有什么关系?

图 17.⒈ 2

可以发现,以等腰直角三角形两直角边为边长

的小正方形的面积的和,等于以斜边为边长的大正方

形的面积。即等腰直角三角形的三边之间有一种特殊

的关系:斜边的平方等于两直角边的平方和.

22 第十七章 勾股定理

看似平淡无奇的

现象有时却蕴涵着深

刻的道理 .
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探究

等腰直角三角形有上述性质 ,

其他的直角三角形也有这个性质

吗?图 17.1-3中 ,每个小方格的

面积均为 1,请分别算出图中正方

形 A,B,C,A′ ,B′ ,C′ 的面积 ,
看看能得出什么结论。 (提示:以

斜边为边长的正方形的面积,等 于

某个正方形的面积减去 4个直角三

角形的面积。)

图 17.⒈ 3

由上面的几个例子,我们猜想 (图 17。 ⒈4):

命题 1 如果直角三角形的两条直角边长分别为“q宀 ·斜边长为 f,那么

'爿

一/,2=t 。

图 17,⒈ 4

证明命题 1的方法有很多,下面介绍我国古

人赵爽的证法。

如图 17。 ⒈5,这个图案是 3世纪我国汉代的

赵爽在注解 《周髀算经》时给出的,人们称它为
“
赵爽弦图

”。赵爽根据此图指出:四个全等的直

角三角形 (红色)可以如图围成一个大正方形 ,

中空的部分是一个小正方形 (黄色)。

赵爽利用弦图证明命题 1的基本思路如下 :

如图 17.16(1),把边长为α,乙 的两个正方形

图 17.⒈ 5

赵 爽 指 出:按 弦

图,叉 可以勾股相乘

为朱实二 ,倍 之为朱
实四,以 勾股之差自相

乘为中黄实。加差实 ,

亦成弦实.
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连在一起 ,它的面积是Ω2+32;另一方面,这个图形可分割成四个全等的直

角三角形 (红色)和一个正方形 (黄色)。 把图 17.⒈ 6(D中左、右两个三角

形移到图 17.10(2)中 所示的位置,就会形成一个以 c为边长的正方形
(图 17.16(3))。 因为图 17.1-6(1)与 图 17.⒈ 6(3)都 由四个全等的直角三

角形 (红色)和一个正方形 (黄色)组成,所以它们的面积相等。因此 ,
曰2+乙 2=c2。

(1)              (2)

图 17。 ⒈6

这样我们就证实了命题 1的正确性,命题 1

与直角三角形的边有关,我国把它称为勾股定理
(Pythagoras theorelm)。

“
赵爽弦图

”
通过对图形的切割、拼接,巧妙

地利用面积关系证明了勾股定理,它表现了我国

古人对数学的钻研精神和聪明才智,是我国古代

数学的骄傲。因此,这个图案 (图 17。 ⒈5)被选为
20O2年在北京召开的国际数学家大会的会徽。

赵爽所用的这种

方法是我国古代数学

家常用的
“
出入相补

法
”。在西方,人们称

勾股定理为毕达哥拉

斯定理。

'⑾
设直角三角形的两条直角边长分别为夕和 3,斜边

长为 c,

(1)已知Ω=6,c=10,求 乙;
(2)已知夕=5,3=12,求 c;
(3)已知 c=25,b=15,求 ￠。

如图,图 中所有的三角形都是直角三角形,四边形

都是正方形.已知正方形 A,B,C,D的 边长分别
是 12,16,9,12,求最大正方形 E的面积 .

(第 2题 )
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勾股定理有广泛应用,下面我们用它解决几个问题。

例 1 一个门框的尺寸如图 17。 ⒈7所示,一块
长 3m,宽 2.2m的长方形薄木板能否从门框内通
过?为什么?

分析:可 以看出,木板横着或竖着都不能从门框

内通过,只 能试试斜着能否通过。门框对角线AC的

长度是斜着能通过的最大长度。求出AC,再与木板
的宽比较,就能知道木板能否通过。

解 :在 Rt△ABC中 ,根据勾股定理 ,
AC2=AB2+BC2=12+22=5。

AC=、厅≈2。 ⒛。

因为AC大于木板的宽 2.2m,所以木板能从门
框内通过。

例 2 如图 17.⒈ 8,一架 2.6m长的梯子 AB斜

靠在一竖直的墙 AO上 ,这时 AO为 2.4m。 如果梯
子的顶端 A沿墙下滑 0.5m,那么梯子底端 B也外
移 0.5m吗 ?

解 :可以看出,BD=OD— OB。
在 RtAAoB中 ,根据勾股定理 ,
OB2=AB2— OA2=2.62-2。 42=1。

α =√t=1。

在 Rt△COD中 ,根据勾股定理 ,
OD2=CD2— OC2=2.62一 (2。 4-0,5)2=3.15。

OD=√′3.15≈ 1.77,

BD=oD— OB≈ 1.77-1=0.77。
所以梯子的顶端沿墙下滑 0.5m时 ,梯子底端

并不是也外移 O.5m,而是外移约 O.77m。

日

㈧

lm

图 17。 ⒈7

图 17.⒈ 8

D

⒕

C

刀
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(第 1题 )

如图,在平面直角坐标系中有两J点 A(5,

(第 2题 )

0)和 B(0,0。 求这两j点之间的距离。

思考

在八年级上册中我们曾经通过画图得到结论:斜边和一条直角边对应

相等的两个直角三角形全等。学习了勾股定理后,你能证明这一结论吗?

先画出图形,再写出已知、求证如下 :

已知:如图 r。 ⒈9,在 RtAABC和 RtAA臼℃
′
中,

zC=zC'=gO° ,AB=A臼 ','℃=A℃1
求证 :△ABC≌△A勹℃

′
。

证明:在 RtAABC和 RtAA'B'C′ 中,zC=
zC'=90° ,根据勾股定理,得

BC=√⒕B2一Ac2,B℃′=√⒕z'2_A℃ '2。

又 AB=Az′ ,Ac=A'C′ ,

r。  Bc=B'c′。

∴ △ABC≌△A勹℃'(sss)。

我们知道数轴上的点有的表示有理数,有的表示无理数,你能在数轴

上画出表示/Π的点吗?

26 第十七章 勾股定理

探究

如图,池塘边有两点A,

BC=60m,AC=20⒒

B,点 C是与 BA方向成直角的AC方向上一点,测得

求A,B两·点间的距离 (结果取整数)。
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如果能画出长为汀 的线段,就能在数轴上画出表示/Π的点。容易知道 ,

长为混的线段是两条直角边的长都为 1的直角三角形的斜边。长为泸丙的线段

能是直角边的长为正整数的直角三角形的斜边吗?

利用勾股定理,可以发现,直角边的长为正

整数 2,3的直角三角形的斜边长为/Π。由此 ,

可以依照如下方法在数轴上画出表示√π 的点。

如图 17。 ⒈10,在数轴上找出表示 3的点 A,

则 OA=3,过点A作直线J垂直于OA,在 J上取
点B,使 AB=2,以 原点 O为圆心,以 OB为半

径作弧,弧与数轴的交点 C即为表示/丙的点。

类似地,利用勾股定理,可以作出长为沔,雨 ,福 ,

按照同样方法,可 以在数轴上画出表示汀 ,萜 ,

(逐彐17.1-12)。

图 17,⒈ 10

⋯的线段 (图

溽 ,洒 ,溽 ,

17.1-11)。

·⋯的点

图 17.⒈ 12

1.在数轴上作出表示√t7的 J点。

2.如图,等边三角形的边长是 6.求 :

(1)高 AD的长 ;

(2)这个三角形的面积。

第十七章 勾股定理 27

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



复习巩固

1.设直角三角形的两条直角边长分别为Ω和3,斜边长为 c。
(1)已知夕=12,乙 =5,求 c;
(2)已知夕=3,c=4,求 8;
(3)已知 c=10,乙 =9,求 Ω。
2.一木杆在离地面3m处折断,木杆顶端落在离木杆底端 4m处。木杆折断之前有多高?

A

3.如图,一个圆锥的高AO=2。 4,底面半径 OB=0.7。 AB的长是多少?
4.已知长方形零件尺寸 (单位:mω 如图,求两孔中心的距离 (结果保留小数 J点后一
位)。

(第 4题 )

5.如图,要从电线杆离地面 5m处向地面拉一条长为 7m
点A到 电线杆底部B的距离 (结果保留小数点后一位 )。

6.在数轴上作出表示√厄0的 丿点。

综合运用

7.在△沮BC中 ,ZC=90° ,AB=c。
(1)如果ZA=30° ,求 BC,AC;
(2)如果ZA=45° ,求 BC,AC.
8.在尘沮BC中 ,ZC=90° ,AC=2.1,BC=2.8.求 :

28 第十七章 勾股定理

(第 5题 )

的钢缆。求地面钢缆固定

(第 2题 ) (第 3题 )
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(1)△ABC的 面积 ;

(2)斜边 AB;
(3)高 CD.

9.已知一个三角形工件尺寸 (单位 :mm)如 图,计算高氵的长 (结果取整数 ).

10.

(第 9题 ) (第 10题 )

有一个水池,水面是一个边长为 10尺的正方形 ,

在水池正中央有一根芦苇,它高出水面 1尺.如果把

这根芦苇拉向水池一边的中`点 ,它的顶端恰好到达池

边的水面.水的深度与这根芦苇的长度分别是多少?

如 图 ,在 Rt△ABC中 ,zC=90° ,zA=30° ,AC=2。

这是我国古代数学

著作 《九章算术》中的

一个问题。原文是 :今

有池方一丈,葭生其中
央,出 水一尺.引 葭赴

岸,适与岸齐。问水深、

葭长各几何,(丈、尺是

长 度 单 位,1丈 =
10丿艮.)

求斜边AB的 长,

(第 11题 )                 (第 12题 )

12.有 5个边长为 1的正方形,排列形式如图。请把它们分割后拼接成一个大正方形,

拓广探索

13,如 图,分别以等腰 R￠盟∞ 的边'ω ,'C,∞ 为直径画半圆,求证:所得两个月形
图案A∝E和 引叹F自勺面积之和 (图 中阴影部分)等于Rˉ⒋V的面积,

(第 13题 )

如 图,△ACB和△ECD都 是等腰直角三角形 ,

边 DE上 .求证 :AE2+AD2=2AC2.(提 示 :

(第 14题 )

△ACB的 顶 J点 A在 △ECD的 斜

连接 BD,)

14~
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勾股定理的证明

2000多年来,人们对勾股定理的证明颇感兴趣。不但因为这个定理重要、基本,还

因为这个定理贴近人们的生活实际.以 至于古往今来,下至平民百姓,上至帝王总统都愿

意探讨、研究它的证明,新的证法不断出现。下面介绍几种用来证明勾股定理的图形,你

能根据这些图形及提示证明勾股定理吗?

1.传说中毕达哥拉斯的证法 (图 D
提示:(1)中 拼成的正方形与 (2)中拼成的正方形面积相等。

图 1

2,弦 图的另一种证法 (图 2)

提示:以斜边为边长的正方形的面积+4个三角形的面积 =外正方形的面积,

图 2

3,美国第⒛任总统詹姆斯 ·加菲尔德的证法

提示:3个三角形的面积之和 =梯形的面积,

(图 3)

30 第十七章 勾股定理
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17.2勾股定理的逆定理

据说,古埃及人用图 17.21的方法画直角:把一根长绳打上等距离的 13

个结,然后以 3个结间距、4个结间距、5个结间距的长度为边长,用木桩钉

成一个三角形,其中一个角便是直角。

∷氵
"秘

相传 ,我 国古代

大禹治水测量工程时 ,

也 用 类 似 方 法 确 定

直角。

(5)   (6)   (7)

图 17.21

这个问题意味着,如果围成的三角形的三边长分别为 3,4,5,它们满足
关系
“32+42=52” ,刀阝么围成的三角形是直角三角形 .

画画看,如果三角形的三边长分别为 2.5cm,6cm,6.5cm,它 们满足
关系
“2.52+62=6.52” ,画 出的三角形是直角三角形吗?换成三边分别为

吐cm,7.5cm,8.5cm,再试一试 .

由上面的几个例子,我们猜想 :

命题 2 如果三角形的三边长“.宀 ,c满足α2+′ =r9那么这个三角形
是直角三角形,

我们看到,命题 2与上节的命题 1的题设、

结论正好相反。我们把像这样的两个命题叫做互

逆命题。如果把其中一个叫做原命题,那么另一

个叫做它的逆命题。例如,如果把命题 1当成原

命题,那么命题 2是命题 1的逆命题。上节已证

明命题 1正确,能证明命题 2正确吗?

在图 17.2-2(l)中 ,已知△ABC的 三边长
分别为 Ω,抄 ,c,且 满足 Ω2+乙 2=c2,要 证
△ABC一定是直角三角形。我们可以先画一个两

命题 1、 命题

2的题设、结论分

别是什么?
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条直角边长分别为 ε,乙 的直角三角形 ,如果△ABC与 这个直角三角形全等 ,

那么△ABC就是一个直角三角形。

如图 17.22(2),画 一个 Rt∠∽ 'B′C',使 B'C′ =Ω ,A'C'=D,zC'=
90℃ 根据勾股定理 ,A'B'2=B'C'2+A'C'2=况 2+乙2=c2,得 A'B′ =c。 在
△ABC和△A勹℃'中 ,BC=ε =B℃',Ac=3=A℃ ',AB=c=A勹 ',所以
△ABC≌△AV℃ '.因此zC=zC'=9O° ,即Δ ⒋BC是直角三角形。

曰

图 17.2-2

这样我们证明了勾股定理的逆命题是正确的 ,

它也是一个定理。我们把这个定理叫做勾股定理

的逆定理。它是判定直角三角形的一个依据。

一般地,原命题成立时,它的逆命题既可能

成立,也可能不成立。如本章中的命题 1成立,它

的逆命题命题 2也成立;命题
“
对顶角相等

”
成

立,而它的逆命题
“
如果两个角相等,那么这两

个角是对顶角
”
却不成立。

一般地 ,如 果一

个定理的逆命题 经过

证明是 正确 的,那 么

它也是一个定理 ,称

这 两 个 定 理 互 为 逆

定理 .

像 15,8,17这

样,能 够成为直角三

角形三条边长的三个

正整数 ,称为勾股数.

例 I 判断由线段 Ω,乙 ,c组成的三角形是不是直角三角形 :

(1)曰 =15,乙 =8,c=17;
(2)ε =13,D=14,f=15,

分析 :根据勾股定理及其逆定理 ,判 断一个

三角形是不是直角三角形 ,只 要看两条较小边长

的平方和是否等于最大边长的平方。

解 :(1)因为 152+82=225+64=289,
172二=289,

所以 152+82=172,根 据勾股定理的逆定理 ,这

个三角形是直角三角形。

32 第十七章 勾股定理
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(2)因为 132+142=169+196=365,

152==225,

所以 132+1潍
2≠ 152,根据勾股定理 ,这个三角形不是直角三角形。

例 2 如图 17.23,某港口P位于东西方向的海岸线上。“远航”号、“海
天
”
号轮船同时离开港 口,各 自沿一固定方向航行 , 

“
远航
”
号每小时航行

16n雨 le,“海天”号每小时航行 12n mile。 它们离开港口一个半小时后分别
位于点 Q,R处 ,且相距 30n mile。 如果知道 “远航”号沿东北方向航行 ,能
知道
“
海天
”
号沿哪个方向航行吗?

分析 :在 图 17.23中 可 以看到,由 于
“
远

航
”
号的航向已知,如果求出两艘轮船的航 向所

成的角,就能知道
“
海天
”
号的航向了。

解 :根据题意 ,
PQ=16× 1.5=24,

PR=12× 1.5=18,

α =30.

因为 242+182=302,即 PQ2+PR2=Q〃 ,所以zQPR=90°。

由
“
远航
”
号沿东北方向航行可知 ,z1=45℃ 因此z2=45° ,即

“
海天
”
号

沿西北方向航行。

图 17.23

1,如果三条线段长伢,沙 ,c满足Ω2=c2~′ ,这三条线段组成的三角形是不是直

角三角形?为什么?

2.说出下列命题的逆命题,这些逆命题成立吗?
(1)两条直线平行 ,内错角相等 ;

(2)如果两个实数相等,那么它们的绝对值相等 ;

(3)全等三角形的对应角相等 ;
(4)在角的内部,到 角的两边距离相等的点在角

的平分线上。

3.A,B,C三地的两两距离如图所示,A地在 B地的
正东方向,C地在 B地的什么方向?

12k1n

(第 3题 )
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复习巩固

1,判 断由线段 a,D,c组成的三角形是不是直角三角形 :

(1)“ =7,沙 =24,c=25;
(2)夕 =  ,b=4,‘ =5;

⑶Ω=寻 ,←⒈c=寻 ;

(4) “==40, J9==50, c==60.

2.下列各命题都成立,写 出它们的逆命题,这些逆命题成立吗?

(1)同 旁内角互补 ,两直线平行 ;

(2)如果两个角是直角,那么它们相等 ;

(3)全等三角形的对应边相等 ;

(砝 )如果两个实数相等,那么它们的平方相等 ,

3.小 明向东走 80m后 ,沿 另一方向又走了6Om,再沿第三个方向走 100m回到原

地.小 明向东走 80m后是向哪个方向走的?

综合运用

4.在△ABC中 ,AB=13,BC=10,BC边 上的中线 AD=12,求 AC,

5.如 图 ,在四边形 ABCD中 ,AB=3,BC=4,CD=12,AD=13,ZB=90° ,求

四边形 AI3CD的 面积 ,

6,如 图,在正方形 ABCD中 ,E

求证zAEF=90°。

拓广探索

(第 6题 )

是 BC的 中点,F是 CD上一点,且

7.我们知道 3,4,5是 一组勾股数 ,那么 3乃 ,仳 ,5屁 (屁 是正整数)也是一组勾股

数吗?一般地 ,如果 Ω,乙 ,c是一组勾股数 ,那 么磁 ,批 ,c乃 (屁 是正整数)也

是一组勾股数吗 ?
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阅读与思考

费马大定理

根据勾股定理,任意直角三角形的两条直角边长伢,3和 斜边长 c都是含三个未知数

的方程/+丿 2=z2的一组解,而每一组勾股数 (例 如,3,4,5;5,12,13;等 )都 是
这个方程的正整数解,

高于二次的方程 J3+丿
3=z3,J4+γ 4=z4,￡ 5+y5=之5,¨·

是否也有正整数解呢?这个问题引起了法国数学家费马的研究兴

趣.费马在读古希腊数学家丢番图的 《算术》一书时,在有方程

=2+/=z2的 那页页边上,写 下了具有历史意义的一段文
字:“⋯⋯将一个高于二次的幂分为两个同次的幂,这是不可能

的,关 于此,我确信已发现了一种美妙的证法,可惜这里空白的

地方太小,写 不下。
”
用数学语言来表述 ,费 马的结论就是 :当

自然数″≥3时 ,方程 r刀 +丿″=z″ 没有正整数解,

上述命题被称为
“
费马大定理

”,它 的证明引起了世界各国

数学家的关注,包括欧拉、高斯、勒贝格在内的许多著名数学家

都对这个命题作了深入的研究,但一直没能证明它。对费马大定

理的研究给数学界带来了很大的影响,很多数学成果、甚至数学

分支在这个过程中诞生,费 马大定理也因此被数学界称为是一只
“
会下金蛋的鹅

”
.

费马大定理的证明最终由英国数学家怀尔斯完成,怀 尔斯

在童年时代就梦想能证明费马大定理,后来为此作了长期的努力

和准各.1986年 ,他发现了定理证明的一种可能的途径,就 开

始全力以赴地投入到定理的证明中,1993年 6月 ,怀尔斯在英国

剑桥大学的学术讨论会上报告了他的研究成果,立即引起了全世

界数学家和数学爱好者的关注。在这以后,他又用了一年多的时

间补证了专家小组发现的证明中的疏漏,并最终于 1995年 彻底

完成了证明,这个有 300多 年历史的数学难题终于得到解决 ,

1996年 3月 ,怀 尔斯因为他的这一杰出数学成就荣获沃尔夫奖 ,

并于 1998年 8月 荣获菲尔兹特别奖.费 马大定理的证明则被称

为
“
世纪性的成就

”,并 被列入 1993年 的世界科技十大成就

之一.

费马 (P de Fernut,

1601— 1665)

怀尔斯 (A.Wlles,

1953——  )
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数 学 活 动

如图 1,学校需要测量旗杆的高度。同学们发

现系在旗杆顶端的绳子垂到了地面,并 多出了一
段,但这条绳子的长度未知。请你应用勾股定理提

出一个解决这个问题的方案,并与同学交流。

用四张全等的直角三角形纸片拼含有正方形的图案 ,要求拼图时直角
三角形纸片不能互相重叠。以下各图是按要求拼出的几个图案 ,请你再给

出几种不同拼法。

图 2 图 姓

设直角三角形的两条直角边长分别为 Ω,3,斜边长为 c,试用两种
不同方法计算图 2中 大正方形 (或 小正方形)的 面积。从中你发现勾股定

理的证明方法了吗?在拼出的其他图案中再试一试 ,看看在哪些图案中能

用类似的方法证明勾股定理。

请你从有关书籍或互联网上再找一些证明勾股定理的方法,并与同学

交流。
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'l、 结

-、 本章知识结构图

二、回顾与思考

直角三角形是特殊的三角形,它 的三边之间有特殊的数量关系。本章我们

通过对面积关系的探究,发现并证明了勾股定理。勾股定理是数学中最重要的

定理之一,它反映了直角三角形三边之间的数量关系,不仅在解决与直角三角

形相关的问题时很有用,而且在解决其他许多数学问题时也很有用。借助于图

形的面积研究相关的数量关系,是我国古代数学研究中经常采用的重要方法,

它充分显示了古人的卓越智慧,

得到一个数学结论后,经常要研究其逆命题是否成立。一般地,原 命题成
立,逆命题未必成立,而 勾股定理的逆命题是一个定理。勾股定理的逆定理提

供了直角三角形的一种判定方法。勾股定理及其逆定理,从相反的路径对直角
三角形进行了刻画。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.直角三角形三边的长有什么特殊的关系?

2.赵爽证明勾股定理运用了什么思想方法?

3.已 知一个三角形的三边长,怎样判断它是不是直角三角形?你作判断的

依据是什么?

4.证 明勾股定理的逆定理运用了什么方法?

5.一个命题成立,它 的逆命题未必成立。请举例说明。

勾股定理的逆定理

直角三角形边

长的数量关系
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复习巩固

1.两人从同一地点同时出发,一人以⒛ m/min的速度向北直行 ,一人以 30m/min

的速度向东直行.10min后他们相距多远 (结果取整数)?

2.如图,过圆锥的顶】点S和底面圆的圆心 O的 平面截圆锥得截面△y",其 中
SA=SB,AB是 圆锥底面圆 O的 直径。已知 s⒋ =7cm,AB=4cm,求 截面
△SAB的 面积。

(第 2题 ) (第 3题 ) (第 4题 )

5,

6.

如图,车床齿轮箱壳要钻两个圆孔,两孔中心的距离是 134mm,两孔中心的水
平距离是 77mm。 计算两孔中心的垂直距离 (结果保留小数.点后一位).

如图,要修一个育苗棚,棚的横截面是直角三角形,棚宽夕=3m,高 乙=1.5m,
长d=10m.求覆盖在顶上的塑料薄膜需多少平方米 (结果保留小数J点后一位)。

一个三角形三边的比为 1:≮Ⅲ 2,这个三角形是直角三角形吗?

下列各命题都成立,写 出它们的逆命题。这些逆命题成立吗?
(1)两 条直线平行,同位角相等 ;

(2)如果两个实数都是正数,那么它们的积是正数 ;
(3)等边三角形是锐角三角形 ;

(4)线段垂直平分线上的,点到这条线段两个端`点的距离相等,

7.已知直角三角形的两条直角边的长分别为 2^沔 +1和
2^沔-1,求斜边c的 长,

综合运用

8.如 图 ,在仝沮 BC中 ,AB=AC=BC,高 AD=九 。求 AB.

4,
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如图,每个小正方形的边长都为 1。

(l)求四边形ABCD的 面积与周长 ;
(2)ZBCD是直角吗?

(第 9题)                     (第 10题 )
10.一根竹子高 1丈 ,折断后竹子顶端落在离竹子底端 3尺处。折断处离地面的高度

是多少?(这是我国古代数学著作 《九章算术》中的一个问题。其中的丈、尺是

长度单位,1丈=10尺.)

11.古希腊的哲学家柏拉图曾指出,如果幽表示大于 1的整数 ,曰 =2昭 ,3=御2-1,

c=解2+1,那么曰,乙 ,c为 勾股数.你认为对吗?如果对,你 能利用这个结论

得出一些勾股数吗?

拓广探索

12.如 图,圆柱的底面半径为 6cm,高为 10cm,蚂蚁在圆柱表面爬行,从点 A爬
到J点 B的最短路程是多少厘米 (结果保留小数点后一位)?

(第 12题 )

13.一根 70cm的 木棒 ,要放在长、宽、高分别是 50cm,40cm,30cm的 长方体木
箱中,能放进去吗?(提示 :长方体的高垂直于底面的任何一条直线。)

14.设直角三角形的两条直角边长及斜边上的高分别为 G,3及 九.求证 : +
l
~
'

1
~
∥

〓

l
_
'

(第 10题 )

第十七章 勾股定理 39

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



第十八章 平行四边形

与三角形一样,平行四边形也是一种基本的
几何图形。宏伟的建筑物、开关自如的栅栏门、别

具一格的窗棂⋯⋯现实世界中很多物体都有平行

四边形的形象。为什么平行四边形形状的物体到处

可见呢?这与平行四边形的性质有关。
前面我们学习了许多图形与几何的知识,掌

握了一些探索和证明图形几何性质的方法。本章我

们将进一步学习平行四边形、矩形、菱形、正方

形的概念,并在理解它们之间关系的基础上,利
用已有的几何知识和方法,探索并证明它们的性
质定理和判定定理;进一步体会研究图形几何性
质的思路和方法,即通过观察、类比、特殊化等
途径和方法发现图形的几何性质,再通过逻辑推
理证明它们。
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18.1平行四边形

平行四边形是常见的图形。小区的伸缩门、

护栏等 (图 18.11),都有平行四边形的形象.

庭院的竹篱笆、载重汽车的防

你还能举出一些例子吗?

我们知道,两组对边分别平行的四边形叫

做平行四边形 (mrallel○ gram)。 平行 四边形用
“口”表示,如 图 18.1乇 ,平行四边形 ABCD记
作
“口
'⒋
BCD”。

18.1.1 平行四边形的性质

由平行四边形的定义,我们知道平行四边形的两组对边分别平行.除此之

外,平行四边形还有什么性质呢?

探究

根据定义画一个平行四边形,观察它,除 了
“
两组对边分别平行

”

外,它 的边之间还有什么关系?它 的角之间有什么关系?度量一下,和你

的猜想一致吗?

通过观察和度量,我们猜想:平行四边形的对边相等;平行四边形的对角

相等.下面我们对它进行证明.

图 18。 ⒈1

图 18.⒈ 2
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上述猜想涉及线段相等、角相等。我们知道 ,

利用三角形全等得出全等三角形的对应边、对应

角都相等 ,是证明线段相等、角相等的一种重要

的方法。为此 ,我们通过添加辅助线 ,构造两个

三角形 ,通过三角形全等进行证明。

证明 :如图 18.⒈ 3,连接 AC.

∵ AD∥BC,AB∥CD,
∴ z1=z2,z3=z4。
又 AC是 AABC和 △CDA的公共边 ,
∴ △ABC≌△CD⒋。
∴ AD=CB,AB=CD,
zB=zD。

请同学们 自己证明ZBAD=zDCB。
这样我们证明了平行四边形具有以下性质 :

平行四边形的对边相等 ;

平行四边形的对角相等 .

例 l 如图⒙.14,在□Λ∝D中 ,□⒐L留 ,

BF⊥∞ ,垂足分别为 E,F。 求证 '怔 =CF。

证明 :∵  四边形 ABCD是平行四边形 ,
∴ zA=zC,AD=CB。
又 zAED=zCFB=90° ,

∴ △ADE≌△CBF。
∴ AE=CF。

不添加 辅 助

线,你能否直接运

用平行四边形的定

义,证 明 其 对 角

相等 ?

已知平行四边

形一 个 内角 的度

数,你能确定其他

内角的度数吗 ?

图 18.⒈ 4

距离是几何中的重要度量之一。前面我们已经学习了点与点之间的距离、

点到直线的距离。在此基础上,我们结合平行四边形的概念和性质,介绍两条

平行线之间的距离。

如图 18.15,色∥乙,c∥歹,c,J与 ε,乃 分别相交于A,B,C,D四 点.
由平行四边形的概念和性质可知,四边形 ABDC是平行四边形,AB=CD。
也就是说,两条平行线之间的任何两条平行线段都相等。

图 18.⒈ 3
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图 18.⒈ 5

两条平行线之

间的距离和点与点

之间的距离、点到

直线的距 离有何联

系与区别 ?

从上面的结论可以知道,如果两条直线平行,那么一条直线上所有的点到

另一条直线的距离都相等。两条平行线中,一条直线上任意一点到另一条直线的

距离,叫做这两条平行线之间的距离。如图 18。 ⒈6,况∥D,A是 ε上的任意一
点,AB⊥乙,B是垂足,线段AB的长就是Ω,乙 之间的距离.

2.

1. 在E啖BCD中 ,

(1)已知 AB=5,BC=3,求 它的周长 ;
(2)已知ZA=38° ,求其余各内角的度数。

如图,剪 两张对边平行的纸条,随意交叉叠放在一起 ,

重合的部分构成了一个四边形.转动其中一张纸条,线段
AD和 BC的长度有什么关系?为什么?

上面我们研究了平行四边形的边、角这两个基本要素的性质,下面我们研
究平行四边形对角线的性质。

探究

如图 18。 l-7,在 口ABCD中 ,连 接 AC,BD,
并设它们相交于点 O,OA与 ∝ ,OB与 OD有什么
关系?你能证明发现的结论吗?

我们猜想 ,在J~ABCD中 ,Ω⒋=OC,OB=OD。
与证明平行四边形的对边相等、对角相等的方法类似,我们也可以通过三

图 18.⒈ 7

第十八章 平行四边形 43

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



角形全等证明这个猜想。请你结合图 18。 ⒈8完成证明。

由此我们又得到平行四边形的一个性质 :

平行四边形的对角线互相平分.

图 18,⒈ 8

侈刂2 女口图 18.19,在 □ABCD中 ,AB=
BC,CD,AC,0⒋ 的长 ,以及口ABCD的面积。
解 :∵  四边形 ABCD是平行四边形 ,
∴ BC=AD=8,CD=AB=1O。
∵ AC⊥BC,
∴ △ABC是直角三角形。
根据勾股定理 ,

AC=√⒎B2~Bc2=√ 102-82=6。

又 Ω⒋=∝ ,

∴α=:AC=3,
S巳⒋:∞ =BC· AC=8× 6=48。

图 18,⒈ 9

10,AD=8,AC⊥ BC。 求

如 图,在 E啖BCD中 ,BC=10,AC=8,BD=14。 △AOD的 周长是 多少 ?

△ABC与 △DBC的 周长哪个长?长 多少 ?

1
⊥

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
,
〃

(第 1题 )

如图,E啖BCD的 对角线AC,BD相 交于点 O,

别相交于点 E,F。 求证 OE=OF.

(第 2题 )

EF过 点 O且与 AB,CD分
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18.1.2 平行四边形的判定

思考

通过前面的学习,我们知道,平行四边形的对边相等、对角相等、对

角线互相平分。反过来,对边相等,或对角相等,或对角线互相平分的四

边形是平行四边形吗?也 就是说,平行四边形的性质定理的逆命题成

立吗?

可以证明,这些逆命题都成立。这样我们得

到平行四边形的判定定理 :

两组对边分别相等的四边形是平行四边形 ;

两组对角分别相等的四边形是平行四边形 ;

对角线互相平分的四边形是平行四边形。

你能根据平行 \
戋

四边形 的定义证 明

它们吗 ?

·
ˉ ~.~ ~革

扣 △ 乒 J权廿△△L爿

下面我们以
“
对角线互相平分的四边形是平行四边形

”
为例,通过三角形

全等进行证明.

如图 18。 ⒈10,在 四边形 ABCD中 ,

BD相交于点 O,且 Ω⒋=∝ ,OB=OD.
四边形 ABCD是平行四边形。
证明 :∵  Ω⒋=∝ ,OB=OD,
zAOD=zCOB,

∴ △AOD≌△COB。
∴ zOAD=zα 9B。

∴ AD∥ BC.
同理 AB∥ DC。
∴ 四边形ABCD是平行四边形。

由上我们知道,平行四边形的判定定理与相应的性质定理互为逆定理。也

就是说,当定理的条件与结论互换以后,所得命题仍然成立。

AC,

求证 :

A

图 18.⒈ 10
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例 3 如图 18。 ⒈11,二蛆 ∞ 的对角线 AC,
BD相交于丿点O,E,F是 '屺 上的两丿点,并且 '怔=
σ .求证 :四边形 BFDE是平行四边形。

证明 :∵  四边形 ABCD是平行四边形 ,   :
∴ AO=CO,BO=DO。
∵ AE=CF,
∴ AO— AE=CO一 CF,即 EO=FO。     ∷

又  BO=DO,
∴ 四边形 BFDE是平行四边形.

你还有其他证

明方法吗 ?

思考

我们知道,两组对边分别平行或相等的四边形是平行四边形。如果只

考虑四边形的一组对边,它们满足什么条件时这个四边形能成为平行四边

形呢?

我们知道,如果一个四边形是平行四边形,那么它的任意一组对边平行且

相等,反过来,一组对边平行且相等的四边形是平行四边形吗?

我们猜想这个结论正确,下面进行证明。

如图 18。 112,在四边形ABCD中 ,AB∥CD,
AB=CD。 求证:四边形ABCD是平行四边形。
证明:连接 AC。

∵ AB∥ CD,
∴ z1=z2。
又  AB=CD,AC=G⒋ ,

∴ △ABC≌△CD'⒋ .

∴ BC=DA。
∴ 四边形 ABCD的两组对边分别相等,它

是平行四边形。

于是我们又得到平行四边形的一个判定定理 :

一组对边平行且相等的四边形是平行四边形。

1

2

图 18。 ⒈12

现在你有多少

种判定一个四边形

是平 行 四边 形 的

方法?

图 18.⒈ 11
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例 4 如图 18。 ⒈13,在□ABCD中 ,E,
证 :四边形 EBFD是平行四边形。
证明 :∵  四边形 ABCD是平行四边形 ,
∴ AB=CD,EB∥ FD.

又
"=告
AB,FD=:∞ ,

∴ EB=FD。
∴ 四边形 EBFD是 平行四边形 .

F分别是 AB,CD 的中点。求

C

1.如图 ,AB=DC=EF,AD=BC,DE=CF。 图 中有 哪 些互相 平行 的线段 ?

(第 1题)                   (第 2题 )

如图,E啖BCD的 对角线 AC,BD相 交于点 O,E,F分 别是 o⒋ ,a3的 中

点.求证 BE=DF,

为了保证铁路的两条直铺的铁轨互相平行 ,只 要使互相平行的夹在铁轨之间的

枕木长相等就可以了。你能说出其中的道理吗 ?

(第 3题)                   (第 4题 )

4.如图,在彐廷 ∞ 中,BD是 它的一条对角线,过 A,C两 点分别作 '怔⊥BD,

α ⊥BD,E,F为 垂足。求证 :四边形 ARE是 平行四边形.         '

前面我们研究平行四边形时,常常把它分成几个三角形,利用三角形全等

的性质研究平行四边形的有关问题.下面我们利用平行四边形研究三角形的有

关问题。

如图 18.⒈ 14,在△ABC中 ,D,E分 别是AB,AC的中点,连接 DE。
像 DE这样,连接三角形两边中点的线段叫做三角形的中位线,

(第 1题 )

D

E

(第 3题 )
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尸 一个三角形有

几条中位线?三角
形的中位线和中线

一样吗?

探究

观察图 18.⒈ 14,你能发现Δ佃3C的 中位线 DE与 边 BC的 位置关系
吗?度量一下,DE与 BC之间有什么数量关系?

我们猜想,DE∥BC,DE=:BC。 下面我们对它进彳亍证明。

如图 18。 ⒈14,D,E分别是△ABC的边AB,AC的 中点。求证:DE∥

BC,且 DE=:BC·

分析:本题既要证明两条线段所在的直线平行,又要证明其中一条线段的

长等于另一条线段长的一半。将 DE延长一倍后,可 以将证明DE=告 BC转化

为证明延长后的线段与BC相等。又由于E是 AC的 中点,根据对角线互相平分
的四边形是平行四边形构造一个平行四边形,利用平行四边形的性质进行证明.

证明:如图⒙。⒈1s,延长 DE到点 F,使 EF=
DE,连接 FC,DC,AF.
∵ AE=EC,DE=EF,
∴ 四边形 ADCF是平行四边形 ,
CF⊥DA。

CF⊥BD。

四边形 DBCF是平行四边形 ,
DF⊥BC。

DE=告DF,

DE∥BC,且 DE=告 BC·

又

 
∴

“
⊥
”
表示平行且

相等。

图 18.⒈ 14

图 18,⒈ 15
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通过上述证明,我们得到三角形的中位线定理 :

三角形的中位线平行于三角形的第三边,并且等于第三边的一半,

1.如图,在△ABC中 ,D,E,F分 别是 AB,BC,G⒋ 的中点.以这些点为顶
点,在图中,你能画出多少个平行四边形?为什么?

(第 1题 ) (第 2题 )

如 图 ,直线 J1∥ J2,在 J1,J2上分 别截 取 AD,BC,使 AD=BC,连 接 AB,

CD.AB和 CD有什么关系?为什么?
如图,A,B两 J点被池塘隔开,在 AB外选一 J点 C,连接 AC和 BC,怎样测出
A,B两 点间的距离?根据是什么?

(第 3题 )

复习巩固

1,浊口果四边形 ABCD是 平彳亍四边形,AB=6, 且 AB的 长是□ABCD周 长的矗 ,

那么 BC的长是多少?
2,如 图,在一束平行光线中插入一张对边平行的纸板.如果光线与纸板右下方所成

的z1是 72° 15′ ,那么光线与纸板左上方所成的Z2是多少度?为什么?

(第 2题 )

3.如图,□ABCD的对角线AC,

(第 3题 )

且 AC+BD=36,BD相交于点O, AB=11.求

△OCD的 周长 .
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且AF=σ .求证 :四边形

E

(第 4题 ) (第 5题 )

如图,乙⒕BCD的 对角线 AC,BD相 交于点 O,且 E,F,G,H分 别是 AO,
BO,CO,DO的 中J点。求证 :四边形 EFGH是 平行四边形 .
如图,四边形AEFD和 EBCF都是平行四边形。求证 :四边形ABCD是平行四边形.

(第 6题 )

B          C
(第 7题 )

7.如图,直线 J1∥ J2,△ABC与 △DBC的面积相等吗?为什么?你还能画出一些
与△浊BC面积相等的三角形吗?

综合运用

8.如图,□OABC的顶点O,A,C的 坐标分别是 (0,0),(夕 ,0),(乙 ,c).求顶

1

(第 9题 )

F     C

(第 10题 )

9.如 图 ,在梯 形 ABCD中 ,AB∥ DC.
(1)已知 ZA=ZB,求 证 AD=BC;

(2)已知 AD=BC,求 证 ZA=ZB.

10.如 图,四边形 ABCD是 平行四边形 ,ZABC=70° ,BE平 分zABC且 交AD于

点 E,DF∥ BE且交 BC于
`点
F。 求Z1的 大小。

4. 如图,在乙叭B(V中 ,

AECF是平行四边形。
A

点E,F分 别在BC,AD上 ,

F   D

D

点 B的 坐标。
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C饥 '∥AC,ZABC与 ZB'有什么关系?线段

A′

(第 11题 ) (第 12题)         (第 13题 )

DO=OB=5,AC=26,ZADB=90° ,12.如 图,在四边形 ABCD中 ,AD=12,
求 BC的长和四边形ABCD的 面积。
13.如 图,由六个全等的正三角形拼成的图中,有多少个平行四边形?为什么?

拓广探索

14.如 图,用硬纸板剪一个平行四边形,作出它的对角线的交点O,用 大头针把一根

平放在平行四边形上的直细木条固定在点 O处 ,并使细木条可以绕点 O转动。

拨动细木条,使它随意停留在任意位置。观察几次拨动的结果,你发现了什么?

证明你的发现。

浊口图,A勹
′
∥BA,

AB'与 线段AC′呢?

B℃
′
∥CB,

为什么?

(第 1么 题)

如图,在□ABCD中 ,过对角线 BD上一点P

两个平行四边形面积相等?为什么?

(第 15题 )

作 EF∥ BC,GH∥ AB。 图中哪

第十八章 平行四边形 51

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



18.2特殊的平行四边形

上节我们研究了平行四边形,下面我们通过平行四边形角、边的特殊化 ,

研究特殊的平行四边形——矩形、菱形和正方形。

18.2.1 矩形

我们先从角开始,如图 18.21,当平行四边

形的一个角为直角时,这时的平行四边形是一个

特殊的平行四边形.有一个角是直角的平行四边

形叫做矩形 (rectanglΘ ,也就是长方形。

矩形也是常见的图形。门窗框、书桌面、教

科书封面、地砖等 (图 18.2-2)都有矩形的形象。

你还能举出一些例子吗?

思考

因为矩形是平行四边形,所以它具有平行四边形的所有性质。由于它

有一个角为直角,它是否具有一般平行四边形不具有的一些特殊性质呢?

对于矩形,我们仍然从它的边、角和对角线等方面进行研究。可以发现并

证明 (请你自己完成证明),矩形还有以下性质 :

矩形的四个角都是直角 ;

矩形的对角线相等。

上节我们运用平行四边形的判定和性质研究了三角形的中位线,下面我们

用矩形的性质研究直角三角形的一个性质。
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思考

如图 18.2-3,矩形 ABCD的 对角线AC,  A
BD相 交于

`点
o。 我们观 察 Rt△ABC,在

Rt△ABC中 ,BO是斜边AC上 的中线,BO与
AC有什么关系?

@

图 18,23

0

图 18.2-4

D

C

根据矩形的
′
跬质 ,我们知道 ,BO=告 :D=:AC· 由此 ,我们得至刂直角

三角形的一个性质 :

直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半。

例 1 如 图 18.24,矩 形 ABCD的 对 角线 ^
AC,BD相 交于点 O,zAOB=60° ,AB=4,求
矩形对角线的长。

解 :∵  四边形 ABCD是 矩形 ,
∴ AC与 BD相等且互相平分。
∴ Ω⒋=OB.

又 zAOB=60° ,

∴ △OAB是等边三角形。
∴ OA=AB=4。
∴ AC=BD=2OA=8。

C

| 1,求证 :矩形的对角线相等。                        丨

| 2。 一个矩形的一条对角线长为 8,两 条对角线的一个交角为 120℃ 求这个矩形的 |
‘   边长 (结果保留小数

`点
后两位 )。                     l

` 3.矩

形是轴对称图形吗?如果是 ,它有几条对称轴?              、
I

上面我们研究了矩形的性质,下面我们研究如何判定一个平行四边形或四

边形是矩形。
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由矩形的定义可知,有一个角是直角的平行四边形是矩形。除此之外,还

有没有其他判定方法呢?

与研究平行四边形的判定方法类似,我们研究矩形的性质定理的逆命题 ,

看看它们是否成立。

思考

我们知道,矩形的对角线相等。反过来,对角线相等的平行四边形是

矩形吗?

可以发现并证明矩形的一个判定定理 :

对角线相等的平行四边形是矩形.

工人师傅在做门窗或矩形零件时,不仅要测
量两组对边的长度是否分别相等,常常还要测量

它们的两条对角线是否相等,以确保图形是矩形。

你知道其中的道理吗?

思考

前面我们研究了矩形的四个角,知道它们都是直角。它的逆命题成立

吗?即 四个角都是直角的四边形是矩形吗?进一步,至少有几个角是直角
的四边形是矩形?

可以发现并证明矩形的另一个判定定理 :

有三个角是直角的四边形是矩形。

例 2 如图 ⒙.25,在彐煺 CD中 ,对角线 'C,
OD,z0∞ =∞⒎求z0钥 的度数 .

解 :∵  四边形 ABCD是 平行四边形 ,

∴ O~Zl=∝ =;AC,O:=OD=:BD·

又 0⒋ =OD,
∴ AC=BD。
∴ 四边形 ABCD是 矩形。
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∴ zDAb’ =90°。

又 zα D=50° ,

∴ zOAB=幻 ℃

八年级 (3)班同学要在广场上布置一个矩形的花坛,计

划用红花摆成两条对角线。如果一条对角线用了 38盆

红花 ,还需要从花房运来多少盆红花?为什么?如果一

条对角线用了 49盆呢?

如 图,□ABCD的 对 角线 AC,BD相 交于点 O,

△o⒋B是等边三角形 ,且 AB=4.求 E啖BCD的

面积 .

(第 1题 )

(第 2题 )

18.2.2 菱形

我们观察平行四边形的一组邻边,如图 18.26,

当这组邻边相等时,这时的平行四边形也是一个特殊

的平行四边形。有一组邻边相等的平行四边形叫做菱
图 18.26

形 (rh○ mbus)。

菱形也是常见的图形。一些门窗的窗格、美丽的中国结、伸缩的衣帽架

(图 18.27)等都有菱形的形象.你还能举出一些例子吗?

图 18.27

思考

因为菱形是平行四边形,所 以它具有平行四边形的所有性质.由 于它

的一组邻边相等,它是否具有一般平行四边形不具有的一些特殊性质呢?
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对于菱形,我们仍然从它的边、角和对角线等方面进行研究,可以发现并

证明 (请你自己完成证明),菱形还有以下性质 :

菱形的四条边都相等 ;

菱形的两条对角线互相垂直,并且每一条对角线平分一组对角.

如图 18.28,比较菱形的对角线和平行四边形的对角线,我们发现,菱

形的对角线把菱形分成四个全等的直角三角形,而平行四边形通常只被分成两

对全等的三角形。

c     图 18,28

菱形是轴对称图形,它的对角线所在的直线就是它的对称轴。

例3 如图18.29,菱形花坛ABCD的边长
为 20m,zABC=60° ,沿着菱形的对角线修建
了两条小路 AC和 BD,求两条小路的长 (结果
保留小数点后两位)和花坛的面积 (结果保留小

数点后一位 )。

解:∵ 花坛 ABCD的形状是菱形 ,
∴ AC⊥BD,zABO=:zA:C=:× 60°

在 Rt△OAB中 ,

AO=:A:=:× 2O=10,

BO=√AB2—AO2=√ 202— 102=10√t。
∴ 花坛的两条小路长
AC=2AO=20(m),

BD=2BO=20Ⅳ厅≈34.64(m)。
花坛的面积

C

图 18.2-9

=30°。

S菱形AB∞ =4× S.。A:==÷Ac· j:￡)〓=2O0√t≈ 346.4(rn2)。
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丨 1,四 边形 ABCD是 菱形 ,对角线 AC,BD相 交于‘点O,且 AB=5,AO=4。 求

丨  AC和 BD的 长。

{ 2。 已知菱形的两条对角线的长分别是 6和 8,求菱形的周长和面积。

上面我们研究了菱形的性质,下面我们研究如何判定一个平行四边形或四

边形是菱形。

由菱形的定义可知,有一组邻边相等的平行四边形是菱形。除此之外,还

有没有其他判定方法呢?

与研究平行四边形、矩形的判定方法类似,我们研究菱形的性质定理的逆

命题,看看它们是否成立。

思考

我们知道,菱形的对角线互相垂直。反过来,对角线互相垂直的平行

四边形是菱形吗?

可以发现并证明菱形的一个判定定理 :

对角线互相垂直的平行四边形是菱形。

例 4 如图 18.210,口ABCD的对角线AC,BD相交于点o,且 AB=
5,AO=4,Bo=3。 求证 :口ABCD是菱形。
证明: 
·r AB=5,AO=4,BO=3,

∴ AB2=AO2+Bo2。              ^
∴ △oAB是直角三角形 ,
AC⊥BD.

∴ 口ABCD是菱形。

思考

我们知道,菱形的四条边相等。反过来,四 条边相等的四边形是菱

形吗?

B
图 18.2-10
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可以发现并证明菱形的另一个判定定理 :

四条边相等的四边形是菱形。

求证 :

(1)对角线互相垂直的平行四边形是菱形 ;

(2)四条边相等的四边形是菱形。

一个平行四边形的一条边长是 9,两条对角线的长分别

是 12和 6褥 ,这是一个特殊的平行四边形吗?为什

么?求出它的面积。

如图,两张等宽的纸条交叉叠放在一起 ,重合部分构

成的四边形ABCD是一个菱形吗?为什么?
(第 3题 )

18.2.3 正方形

正方形 (sqtlarΘ 是我们熟悉的几何图形,它

的四条边都相等,四个角都是直角。因此,正方

形既是矩形,又是菱形 (图 18.211)。 它既有矩

形的性质,又有菱形的性质。

正方形是轴对

称图形吗?它 的对
称轴是什么?    {

囡  孛目
图 18,211

思考

正方形有哪些性质?如何判定一个四边形是正方形?把 它们写出来 ,

并和同学交流一下,然后证明其中的一些结论。

例 5 求证:正方形的两条对角线把这个正方形分成四个全等的等腰直角
三角形。
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已知:如图 18.2-12,四边形 ABCD是正方形,对角线 AC,BD相交于
点 O。

求证 :△ABO,△ BCO, △CDO,△ D⒋O是全等的等腰直角三角形.

A D

图中共有多少

个 等 腰 直 角 三

角形?

图 18.212

证明 :∵  四边形 ABCD是正方形 ,
∴ AC=BD,AC⊥ BD,AO=BO=CO=DO。
∴ △ABO,△BCO,△CDO,△DAO都是等腰直角三角形 ,并且
△ABO≌△BCO≌△CDO≌△DAO。

思考

正方形、菱形、矩形、平行四边形之间有什么关系?与 同学们讨论一

下,并列表或用框图表示这些关系,

(1)把一张长方形纸片按如图方式折一下,就可以裁出正方形纸片,为什么?
(2)如何从一块长方形木板中裁出一块最大的正方形木板呢?

(第 1题〉                  (第 2题 )

如图,儿KD是 一块正方形场地。小华和小芳在 ~AB边上取定了一 J点 E,测 量知 ,
EC=⒛ m,EB=10m。 这块场地的面积和对角线长分别是多少?

(第 1题〉

第十八章 平行四边形 59

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



满足下列条件的四边形是不是正方形?为什么?
(1)对角线互相垂直且相等的平行四边形 ;
(2)对 角线互相垂直的矩形 ;

(3)对 角线相等的菱形 ;
(4)对 角线互相垂直平分且相等的四边形 ,

复习巩固

1,如图,四边形 ABCD是平行四边形,对角线AC,BD相 交于点O,且Z1=z2,
它是一个矩形吗?为什么?

o

、1

(第 1题 )

2.

3.

(第 1题)               (第 3题 )

求证 :四个角都相等的四边形是矩形 ,

一个木 匠要制作矩形的踏板。他在一个对边平行的长木板上分别沿与长边垂直的

方向锯 了两次 ,就能得到矩形踏板.为什 么?

在 Rt△ABC中 ,zC=90° ,AB=2AC。 求ZA,zB的 度数 .
如图,四边形 ABCD是 菱形 ,zACD=30° ,BD=6.求 :

(D ZBAD,zABC白 勺度数 ;

(2)AB,AC的 长 ,

4,

5.

(第 5题 ) (第 6题 )

F

平分ZABC,且 交 AE如 图 ,AE∥ BF,AC平 分 zBAD,且 交 BF于 点 C,BD

于J点 D,连接 CD.求证 :四边形 ABCD是 菱形 ,
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综合应用

7.如图,把一个长方形的纸片对折两次,然后剪下一个角.

要得到一个正方形,剪 口与折痕应成多少度的角?

8.如图,为 了做一个无盖纸盒,小 明先在一块矩形硬纸板

的四角画出四个相同的正方形,用 剪刀剪下。然后把纸

板的四边沿虚线折起 ,并用胶带粘好,一个无盖纸盒就

做成了.纸盒的底面是什么形状?为什么?

(第 8题 ) (第 9题 )

9,如 图 ,在 Rt△ABC中 ,zACB=90° ,CD⊥ AB于
`点
D,ZACD=3ZBCD,

是斜边AB的 中·点.ZECD是 多少度?为什么?
10.如 图 ,四 边形 ABCD是 菱形 ,点 M,N分 别在 AB,AD上 ,且 BM=DN,

MG∥ AD,NF∥ AB;J点 F,G分 别在 BC,CD上 ,MG与 NF相 交 于 J点 E,

求证 :四边形 '妯四 N,EFCG都 是菱形 .

(第 10题〉               (第 11题 )

11.如 图 ,四边形 AB(V是 菱形 ,AC=8,DB=6,DH⊥
'⒋

B于 点 H,求 DH的 长 .

12.(1)如 下页图 (D,四 边形 OBCD是 矩形 ,O,B,D三 点 的坐标分 别是 (0,

0),(乙 ,0),(0,d)。 求`点 C的 坐标。

(2)如下页图 (2),四边形 ABCD是菱形,C,D两 点的坐标分别是 (c,0)9
(0,涩 ),点 A,B在 坐标轴上.求 A,B两 J点 的坐标.
(3)如下页图 (3),四边形 OB(V是正方形,O,D两 点的坐标分别是 (0,0),
(0,歹 ),求 B,C两点的坐标,

(第 7题 )
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(1)

如 图,E,F,M,
DN,试 判断四边形

A

(2)

(第 12题 )

N分 别是正方形 ABCD四 条边上的点 ,且 AE=BF=ω f=

EFMN是 什 么图形 ,并证明你的结论 .

Ⅳ   D

B 刀 D 刀 C
(第 14题 )

14,如 图,将等腰三角形纸片ABC沿底边BC上的高AD剪成两个三角形.用 这两个
三角形你能拼成多少种平行四边形?试一试,分别求出它们的对角线的长,

拓广探索

15.如 图 ,四边形 AB(D是 正 方形.G是 BC上 的任意一 `点 ,DE⊥ '钅 于 .点 E,BF∥

DE,且 交 AG于 点 F,求证 :AF— BF=EF.

(第 15题 ) (第 16题 )

17,

如图,在△ABC中 ,BD,CE分 别是边AC,AB上 的中线 ,
BD与 CE相 交于点O.BO与 OD的 长度有什么关系?BC边
上的中线是否一定过 `点 O?为什么?(提示:分别作 BO,CO

的中`点 M,N,连 接 ED,EM,几 fN,ND。 )
如图是一块正方形草地,要在上面修建两条交叉的小路,使

得这两条小路将草地分成的四部分面积相等,你有多少种方

法?并与你的同学交流一下,
(第 17题 )
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实验与探究
螗

丰富多彩的正方形

我们学习了平行四边形、矩形、菱形和正方形。比较一下,哪种图形的性质最多?答

案无疑是正方形。

正方形的四个角相等、四条边相等、对角线相等且互相垂直平分。它的对称轴比其他

四边形都多.以 后我们还会学到,它还是中心对称图形.这些特点使正方形得到了人们的

喜爱和广泛应用。

例如,人们用边长为单位长度的正方形的面积,作 为度

量其他图形面积的基本单位;人们也常利用正方形美化生活

环境,比如,用 正方形地砖镶嵌地面,不仅美观大方,而且

施工简单易行。

正方形还有许多有趣的性质。例如,要用给定长度的篱笆

围成一个面积最大的四边形区域,那 么应当把这个区域选为

正方形.

下面是两个有关正方形的小实验,想一想其中的道理 :

1.如 图 1,正方形ABCD的 对角线相交于点O,点 O又是正方形 A1BlC1O的 一个
顶点,而且这两个正方形的边长相等,无论正方形A1B1C1O绕 点O怎样转动,两个正方

形重叠部分的面积,总等于一个正方形面积的÷
,想一想,这是为什么。

图 1

2.给你两个大小不等的正方形 ,

图2)说 明你的拼法的道理。

图 2

你能通过切割把它们拼接成一个大正方形吗?(参考
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数 学 活 动

如果我们身旁没有量角器或三角尺,又需要作 60° ,30° ,15°等大小

的角,可以采用下面的方法 (如图D:
(1)对力印矩形纸片 ABCD,使 AD与 BC  A  ″     D

重合,得到折痕 EF,把纸片展平。
(2)再一次折叠纸片,使 `点 A落在EF上 ,  E   

狩   F

并使折痕经过`点 B,得到折痕BM.同 时,得到  :       c
‘阝线段 BN。
子  观察所得的zABM,z几侣N和zNBC,这
三个角有什么关系?你能证明吗?

通过证明可知,这是从矩形得到 30°角的好方法 ,
15° ,60° ,12O° ,150°等角就容易得到了。

简单而准确。由此 ,

图 1

宽与长的比是岬
(约 为 0.618)的 矩形叫做黄全矩形。黄全矩形

给我们以协调、匀称的美感。世界各国许多著名的建筑,为取得最佳的视

觉效果,都采用了黄金矩形的设计,如希腊的巴特农神庙 (图 2)等。
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下面我们折叠出一个黄金矩形 :

第一步,在一张矩形纸片的一端 ,利 用图 3的 方法折出一个正方形 ,

然后把纸片展平。

M″

Ⅳ
Ⅳ

图 3

AD处 。
″

Ⅳ

图 5

第四步 ,展平纸片,按照所得的 J点
就是黄全矩形。

你能说明为什么吗?(提示 :设 MN

图 4

第二步,如图4,把这个正方形折成两个相等的矩形,再把纸片展平。

第三步,折 出内侧矩形的对角线 AB,并把 AB折到图 5中所示的

·
 
丶

t

E
 
 
 
 
 
 
D

B
 
 
 
 
 
 
c

″
 
 
 
 
 
 

Ⅳ

图 6

D折 出DE, 矩形 BCDE(图 6)

的长为 2。 )
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菱形

二、回顾与思考

本章我们主要学习了平行四边形的性质定理、判定定理;探索并证明了三角

形的中位线定理,介绍了平行线间距离的概念;通过平行四边形边、角的特殊

化,获得了特殊的平行四边形——矩形、菱形和正方形,了 解了它们之间的关

系;根据它们的特殊性,得到了这些特殊的平行四边形的性质定理和判定定理.

在学习这些知识的过程中,我们采用了从一般到特殊的研究方法;利 用图

形的性质定理与判定定理之间的关系,通过证明性质定理的逆命题,得到了图

形的判定定理。这些方法在今后的学习中都是很有用的。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.你能概述一下研究平行四边形的思路和方法吗?

2.平行四边形有哪些性质?如何判定一个四边形是平行四边形?

3,矩形、菱形、正方形除了具有平行四边形的性质外,分别还具有哪些性

质?如何判定一个四边形是矩形、菱形、正方形?你能总结一下研究这些性质

和判定的方法吗?

4.本章我们利用平行四边形的性质,得出了三角形的中位线定理。你能仿

照这一过程,再得出一些其他几何结论吗?
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复习巩固

1.选择题。

(1)若平行四边形中两个内角的度数比为 1:2,则其中较小的内角是
(A) 90°    (B) 60°    (C) 120°    (D) 45°

(2)若菱形的周长为 8,高为 1,则 菱形两邻角的度数比为 (  )。

(A)3:1   (B)4:1   (C) 5:1    (D) 6:1
(3)如 图,在正方形ABCD的 外侧,作等边三角形ADE,则 ZAEB为 (

(A) 10°    (B) 15°    (C)20° (D)125°

(第 1(3)题 )

如 图 ,将E啖BCD的 对 角线 BD向 两 个 方 向延 长 ,
BE=DF。 求证 :四边形 AECF是 平行 四边形。

矩形对角线组成的对顶角中,有一组是两个 50°的角。

)。

)。

(第 2题 )

分别至点 E和 点 F,且 使

对角线与各边组成的角是多

少度?

4.如图,你能用一根绳子检查一个书架的侧边是否和上、下底都垂直吗?为什么?

(第 4题〉

如图,矩形 ABCD的 对角线 AC,BD相 交于点 O,
且 DE∥ AC,cE∥ BD。 求证 :四 边形 OCED是

菱形。

如图,E,F,G,H分 别是正方形 ABCD各 边的中
点。四边形 ERIf是 什么四边形?为什么?

F     C
(第 6题 )
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综合运用

7.如图,四边形ABCD是平行四边形 ,
连接 ED,BF。 求证Z1=Z2.

BE∥DF,且 分 别 交对 角线 AC于 J点 E,F,

如图,ABCD是一个正方形花园,E,F是 它的两个门,且 DE=CF。 要修建两
条路 BE和 AF,这两条路等长吗?它们有什么位置关系?为什么?
我们把顺次连接任意一个四边形各边中j点所得的四边形叫做中`点四边形.

(1)任意四边形的中J点四边形是什么形状?为什么?
(2)任意平行四边形的中·支四边形是什么形状?为什么?
(3)任意矩形、菱形和正方形的中`点四边形分别是什么形状?为什么?

10.如果一个四边形是轴对称图形,并且有两条互相垂直的对称轴,它一定是菱形

吗?一定是正方形吗 ?

11,用纸板剪成的两个全等三角形能够拼成什么四边形?要

想拼成一个矩形,需要两个什么样的全等三角形?要想

拼成菱形或正方形呢?动手剪拼一下,并说明理由.

12,如 图,过E咀BCD的 对角线AC的 中‘点O作两条互相垂

直的直线 ,分别交'钥 ,BC,∞ ,D~A于 E,F,G,H
四
`点
,连接 EF,℃ ,GH,HE.试 判断四边形EFGH

的形状 ,并说明理由.

拓广探索

13,如 图 ,在 四边形 儿∝V中 ,烟 ∥BC,ZB=gO° ,AB=8cm,zlD=⒛ cm,BC=

26cm.点 P从点A出发,以 1cm/s的速度向点D运动;点 QA,x点 C同时出发 ,
以3cn△ s的速度向.点 B运动.规定其中一个动`支到达端`点时,另 一个动J点也随之停止

运动。从运动开始,使 PQ∥∞ 和PQ=CD,分别需经过多少时间?为什么?

(第 7题 ) (第 8题 )

(第 12题 )

← — Q
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14 如图,四边形 ABCD是 正方形 ,点 E是边 BC的

中`点 ,ZAEF=90° ,且 EF交正方形外角的平分

线 CF于点 F,求证 AE=EF,(提 示:取 AB的

中J点 G,连接 ErJ。 )

求证 :平行四边形两条对角线的平方和等于四条

边的平方和 .
(第 1奎 题 )
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第十九章 一次函数

海拔 J/km  ⋯  1  1.5  2  2.5  3

气温 J/℃   ⋯  -1 一逛 —7 -1o -13

“
万物皆变

”——行星在宇宙中的位置随时间

而变化,气 温随海拔而变化,树 高随树龄而变
化⋯⋯在你周围的事物中,这种一个量随另一个
量的变化而变化的现象大量存在。

为了研究这些运动变化现象中变量间的依赖

关系,数学中逐渐形成了函数概念。人们通过研究
函数及其性质,更深入地认识现实世界中许多运
动变化的规律。

本章中,我们将从初步认识变量与函数开始 ,
重点学习一类最基本的函数— ——次函数,结合
它的图象讨论它的性质,并利用它研究一些数学
问题和实际问题 ,感 受函数在解决运动变化问题
中的重要作用。

蒉
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19。 1函 数

19.1.1 变量与函数

先请思考下面几个问题 :

(1)汽车以 6O km/h的速度匀速行驶,行驶路程为 s

∠h。 填写表 191,s的值随∠的值的变化而变化吗?
表 1⒐ 1

r/h    1    2    3    4

s/km

(2)电影票的售价为 10元 /张。第一场售出 150张票 ,

票 ,第三场售出 310张票 ,三场电影的票房收人各多少元 ?

张票 ,票房收人为 y元 ,y的值随 r的值的变化而变化吗 ?

km,行驶时间为

(3)你见过水中涟漪吗?如图 19.1-1,圆形水 (

波慢慢地扩大.在这一过程中,当圆的半径 r分别为
10cm,20cm,30cm时 ,圆的面积 S分别为多少?
S的值随r的值的变化而变化吗?
(4)用 10m长的绳子围一个矩形.当矩形的一

边长￡分别为 3m,3.5m,4m,4.5m时 ,它的邻
边长丿分别为多少?丿 的值随J的值的变化而变化吗?

这些问题反映了不同事物的变化过程。其中有些量的数值是变化的,例如

时间莎,路程 s;售出票数 r,票房收人γ⋯⋯有些量的数值是始终不变的,例

如速度 6O km/h,票 价 1O元/张⋯⋯在一个变化过程中,我们称数值发生变化

的量为变量 (ⅦⅡablΘ ,数值始终不变的量为常量 (coⅡ tant)。

5

第二场售出⒛5张

设—场电影售出J

指出下列问题中的变量和常量 :

(1)某市的自来水价为 4元 /t,

户月用水量为 Jt,月 应交水费为 y

现要抽取若干户居民调查水费支出情况,记某

兀 。

图 19。 ⒈1
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(2)某地手机通话费为 0.2元 /min。 李明在手机话费卡中存入 30元 ,记此后

他的手机通话时间为莎min,话 费卡中的余额为仞元 ,

(3)水 中涟漪 (圆 形水波)不 断扩大,记它的半径为 r,圆周长为 C,圆 周率
(圆 周长与直径之比)为 π。
(4)把 10本书随意放入两个抽屉 (每个抽屉内都放),第 一个抽屉放入 ￡本 ,

第二个抽屉放入 y本。

思考

问题 (1)~(4)中是否各有两个变量?同一个问题中的变量之间有
什么联系?

在问题 (D中 ,观察填出的表格,可以发现 :莎 和s是两个变量,每当莎
取定一个值时,s就有唯一确定的值与其对应。例如莎=1,则 s=6O;莎 =2,则
s=120·⋯··莎=5,贝刂s=300。

在问题 (2)中 ,可以发现:r和 丿是两个变量,每当 r取定一个值时 ,
y就有唯一确定的值与其对应,例如,若 r=15O,则 丿=1500;若 J=2O5,
贝刂丿=2O50;若 J=310,贝刂丿=3100。
在问题 (3)中 ,可以发现:r和 S是两个变量,每当r取定一个值时,S

就有唯一确定的值与其对应。它们的关系式为 S=πr2。 据此可以算出r分别为
10cm,⒛ cm,30cm时 ,S分别为 100π cm2,们 Oπ cm2,900π cm2。
在问题 (4)中 ,可以发现:J和 y是两个变量,每当·取定一个值时 ,

丿就有唯一确定的值与其对应。它们的关系式为γ=5— J。 据此可以算出J分
别为 3m,3.5m,4m,4.5m时 ,y分别为 2m,1.5m,1m,0.5m。

归纳

上面每个问题中的两个变量互相联系,当 其中一个变量取定一个值

时,另 一个变量就有唯一确定的值与其对应.

一些用图或表格表达的问题中,也能看到两个变量之间有上面那样的
关系。
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思考

(1)图 19.1乇 是体检时的心电图,其中图上点的横坐标￡表示时间,

纵坐标丿表示心脏部位的生物电流,它 们是两个变量.在心电图中,对于

J的每一个确定的值,y都有唯一确定的值与其对应吗?

图 19.⒈2

(2)下 面的我国人 口数统计表 (表 192)中 ,年份与人 口数可以分

别记作两个变量 J与 y.对于表中每一个确定的年份 J,都 对应着一个确
定的人 口数 y吗 ?

表 19刁 中国人口数统计表

一般地,在一个变化过程中,如果有两个变量￡与y,并且对于J的每一
个确定的值,y都有唯一确定的值与其对应,那么我们就说 ￡是自变量
(independent variable),γ 是J的函数 (function),如 果当 J=ε 时y=D,那

么 3叫做当自变量的值为Ω时的函数值。

可以认为:在前面问题 (D中 ,时间彦是自变量,路程 s是 彦的函数,当
莎=1时 ,函数值 5=60,当 莎=2时 ,函数值 s=12O;在心电图中,时间 J是自
变量,心脏部位的生物电流罗是￡的函数;在人口数统计表中,年份 J是自变
量,人口数 y是 J的函数,当 J=⒛10时 ,函数值丿=13.71,

从上面可知,函数是刻画变量之间对应关系的数学模型,许多问题中变量

之间的关系都可以用函数来表示。

例 I 汽车油箱中有汽油50L.如果不再加油,那么油箱中的油量 y(单
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位 :D随 行驶路程J(单位 :km)的增加而减少 ,平均耗油量为 O。 1L/km。
(D写 出表示 丿与茁的函数关系的式子 ;
(2)指出自变量 ￠的取值范围 ;
(3)汽车行驶 200km时 ,油箱中还有多少汽油 ?

解 :(1)行驶路程 J是 自变量 ,油箱中的油
量 y是 J的函数 ,它们的关系为            0· h表 示什

么意思?y=50— O。 1J。
(2)仅从式子 丿=50-0.1男 看 ,茁 可以取任       ¨

意实数。但是考虑到 J代表的实际意义为行驶路
程 ,因此 J不 能取负数。行 驶 中的耗 油量 为
0.1J,它不能超过油箱中现有汽油量 50,即         狩

0.1￡≤ 50。              确定自变量的取值

范围时,不仅要考虑使因此 ,自变量 J的取值范围是
函数关系式有意义,而

0≤￡≤ 50O。

(3)汽车行驶 200km时 ,油箱中的汽油量是   叠芰
要注意问题的实际

函数y=50-0.1J在 r=⒛O时的函数值。将 J=
2OO代入丿=50-0.1J,得

y=50-0.1× 200=3O。

汽车行驶⒛0km时 9油箱中还有30L汽油。

像 y=∞-0。 h这样,用关于自变量的数学式子表示函数与自变量之间的关
系,是描述函数的常用方法,这种式子叫做函数的解析式 (and”c expressiOn).

下列问题中哪些量是 自变量?哪些量是 自变量的函数?试写出函数的解析式。
(1)改 变正方形的边长 =,正方形的面积 S随之改变。
(2)每分向一水池注水 0.1m3,注水量 丿 (单位 :m3)随 注水时间 J(单位 :

min)的 变化而变化。

(3)秀水村的耕地面积是 106m2,这 个村人均占有耕地面积 y(单位:m2)随
这个村人数 ″的变化而变化。

(4)水池中有水 10L,此后每小时漏水 0,05L,水池中的水量 V(单位 :L)
随时间彦(单位 :h)的 变化而变化。
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2,梯形的上底长 2cm,高 3cm,下底长 J cm大于上底长但不超过 5cm.写 出梯
形面积 S关于￡的函数解析式及自变量J的取值范围,

19.1.2 函数的图象

有些问题中的函数关系很难列式子表示,但是可以用图来直观地反映,例

如用心电图表示心脏部位的生物电流与时间的关系。即使对于能列式表示的函

数关系,如果也能画图表示,那么会使函数关系更直观。

例如,正方形的面积 S与边长J的函数解析式为S=`。根据问题的实际
意义,可知自变量J的取值范围是￡>0。 我们还可以利用在坐标系中画图的方
法来表示 S与 r的关系。'

计算并填写表 19刂。

表 19-s

J 00.511.522.533,54

S   0 0,25 1

如图 19.13,在直角坐标系中,画 出上面表

格中各对数值所对应的点,然后连接这些点。所

得曲线上每一个点都代表 J的值与S的值的一种
对应,例如点 (2,4)表示当r=2时 ,S=4。

自变量 r的一
个确定的值与它所

对应的唯一的函数

值 S,是否确定 了

一个J点 CJr,S)呢 ?

i●:

表示 J与 S的 对

应关系的
`点
有无数个。

但是实际上我们只能

描 出其 中有 限个点 ,

同时想象出其他点的

位置 ,

用空心圈表示

不在曲线的点

1234

图 19.⒈ 3
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一般地,对于一个函数,如果把自变量与函

数的每对对应值分别作为点的横、纵坐标,那么

坐标平面内由这些点组成的图形,就是这个函数

的冈象 (grap⑴ 。图 19.1七 的曲线即函数

S=茁 2(J)ω

的图象。

普

通过图象可以数形

结合地研究函数 ,

IⅡ灬思考

图 19。 l吐 是自动测温仪记录的图象,它 反映了北京的春季某天气温

T如何随时间莎的变化而变化。你从图象中得到了哪些信息?

如有条件 ,你可以

用带有温度探头的计算

机 (器 ),测 量、记录

温度,并绘制表示温度

变化的图象.

图 19.⒈ 4

可以认为,气温 T是时间莎的函数,图 19。 ⒈4是这个函数的图象。由图

象可知 :

(1)这一天中凌晨 4时气温最低 (-3℃ ),14时气温最高 (8℃ )。
(2)从 0时至 4时气温呈下降状态 (即温度随时间的增长而下降),从 4

时到 14时气温呈上升状态,从 l4时至 24时气温又呈下降状态。
(3)我们可以从图象中看出这一天中任一时刻的气温大约是多少。

臼|2 如图 19.1巧 所示,小明家、
食堂、图书馆在同一条直线上。小明从

家去食堂吃早餐,接着去图书馆读报 ,

然后回家 图 19.16反 映了这个过程

中,小明离家的距离丿与时间J之间的

对应关系。

76 第十九章 一次函数

食堂

图 19,⒈ 5

小明家 图书馆

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



o   8     2528 58   68 豸/min

图 19.⒈ 6

根据图象回答下列问题 :

(1)食堂离小明家多远?小明从家到食堂用了多少时间?
(2)小明吃早餐用了多少时间?
(3)食堂离图书馆多远?小明从食堂到图书馆用了多少时问?
(4)小明读报用了多少时间?
(5)图书馆离小明家多远?小明从图书馆回家的平均速度是多少?
兮析:小 明离家的距离γ是时间J的 函数.由 图象中有两段平行于 J轴

的线段可知,小 明离家后有两段时间先后停留在食堂与图书馆里。

解:(1)由纵坐标看出,食堂离小明家0.6km;由横坐标看出,小明从
家到食堂用了8mh。

(2)由横坐标看出,25-8=17,小 明吃早餐用了 17min。
(3)由纵坐标看出,0.8-0.6=0.2,食 堂离图书馆 O。 2km;由横坐标看

出,28-25=3,小 明从食堂到图书馆用了 3min。
(4)由横坐标看出,58-28=30,小明读报用了30mh。
(5)由纵坐标看出,图书馆离小明家 0.8km;由 横坐标看出,68-58=
10,小明从图书馆回家用了 10min,由此算出平均速度是 O.08km/min。

例 3 在下列式子中,对于 J的每一个确定的值 ,丿 有唯一的对应值,即
y是 J的函数。画出这些函数的图象 :

(1)γ =△ +0.5; (2) ty=菇
; 0>0)·

解:(1)从式子丿=J+0.5可以看出,茁 取任意实数时这个式子都有意
义,所以J的取值范围是全体实数.

从￡的取值范围中选取一些数值,算出 y的对应值,列表 (计算并填写

表 19-吐 中空格 )。
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表 ⒚叫

根据表中数值描点 (c,y),并用平滑曲线连接这些点 (图 19.1彳 )。

图 19。 ⒈7

从函数图象可以看出,直线从左向右上升 ,
O.5随之增大。

(2)【y=号
 (J>>O)·

列表 (计算并填写表 19-5中空格 )。

即当J由小变大时,丿 =J+

根据表中数值描点 (J,y),并用平滑曲线连接这些点 (图 19.1-8)。

''尸
~~-ˉ ~`、

你画出的图象

与 图 19.⒈7相 同
吗 ?

表 19ˉ5

你画出的图象

19.1-8相 同
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从函数图象可以看出,曲线从左向右下降,即当 J由小变大时 ,

(￡>0)随之减小,

归纳

描点法画函数图象的一般步骤如下 :

第一步,列表——表中给出一些自变量的值及其对应的函数值 ;

第二步,描点——在直角坐标系中,以 自变量的值为横坐标,相应的

函数值为纵坐标,描 出表格中数值对应的各点;

第三步,连线——按照横坐标由小到大的顺序,把所描出的各点用平

滑曲线连接起来。

1.(1)画 出函数 y=2=-1的 图象 ;
(2)判断】点A(-2.5,-4),B(1,3),C(2.5,4)是 否在函数丿=h-1

图象上.

2.如图是某一天北京与上海的气温随时间变化的图象。

(1)这一天内,上海与北京何时气温相同?
(2)这一天内,上海在哪段时间比北京气温高?

在哪段时间比北京气温低 ?

3.(1)画 出函数 γ=/的 图象。
(2)从图象中观察 ,当 贸(0时 ,丿 随茁的增大

而增大,还是 丿随 品的增大而减 小?当

、    r)0时 呢?

6
~
J

〓γ

(第 2题 )

由上可知,写出函数解析式,或者列表格,或者画函数图象,都可以表示

具体的函数。这三种表示函数的方法,分别称为解析式法、列表法和图象法。

思考

从前面的例子看,你认为三种表示函数的方法各有什么优点?

表示函数时,要根据具体情况选择适当的方法,有时为全面地认识问题 ,

需要同时使用几种方法。
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Ⅱi 一个水库的水位在最近 5h内持续上涨。表 19咱 记录了这 5h内
6个时间点的水位高度,其中莎表示时间,y表示水位高度。

昂艮I9-6

1        2莎/h

丿/m

3

3.9

5

4.5

0

3

4

4.2

图 19,⒈ 9

(1)在平面直角坐标系中描出表中数据对应的点,这些点是否在一条直线

上?由此你能发现水位变化有什么规律吗?
(2)水位高度丿是否为时间莎的函数?如果是,试写出一个符合表中数据

的函数解析式,并画出这个函数的图象。这个函数能表示水位的变化规律吗?
(3)据估计这种上涨规律还会持续 2h,预测再过 2h水位高度将为多少米。
∷| (1)如图 19.19,描出表 19咱 中
数据对应的点。可以看出,这 6个点在一

条直线上。再结合表中数据,可 以发现每

小时水位上升 0.3m。 由此猜想,如果画

出这 5h内其他时刻 (如 ∠=2.5h等 )及
其水位高度所对应的点,它们可能也在这

条直线上,即在这个时间段中水位可能是

始终以同一速度均匀上升的。

(2)由 于水位在最近 5h内持续上涨 ,

对于时间彦的每一个确定的值,水位高度

丿都有唯一的值与其对应,所以丿是莎的
函数。开始时水位高度为 3m,以后每小
时水位上升 0.3m。 函数

y=0.3莎 +3(0≤莎≤5)

是符合表中数据的一个函数,它表示经过
莎h水位上升 0.3彦 m,即水位丿为 (0.3莎 +
3)m。 其图象是图 19.110中 点 A(0,3)

和点 B(5,4.5)之 间的线段 AB。

如果在这 5h内 ,水位一直匀速上升 ,
即升速为 O。 3m/h,那 么函数 y=0· 3彦 +3
(0≤莎≤5)就精确地表示了这种变化规律。

即使在这 5h内 ,水位的升速有些变化 ,
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而由于每小时水位上升 0.3m是确定的,因此这个函数也可以近似地表示水
位的变化规律。

(3)如果水位的变化规律不变,则可利用上述函数预测,再过 2h,即 彦=
5+2=7(h)时 ,水位高度

丿=0.3× 7+3=5.1(m)。

把图 19。 ⒈9中的函数图象 (线段 AB)

延伸到莎=7所对应的位置,得图 19。 ⒈10,
也能看出这时的水位高度约为 5.1m。

1.用 列表法与解析式法表示″边形的内角和″ (单位 :度 )关于边数刀的函数.

2.用 解析式法与图象法表示等边三角形的周长 J关于边长夕的函数。

3.一条小船沿直线向码头匀速前进。在 0min,2mh,4min,6min时 ,测得小
船与码头的距离分别为⒛0m,150m,100m,50m。 小船与码头的距离 s是

时间莎的函数吗?如果是 ,写 出函数解析式,并画出函数图象。如果船速不变 ,

多长时间后小船到达码头?

复习巩固

1.购买一些铅笔,单价为 0.2元 /支 ,总价丿元随铅

笔支数 J变化。指出其中的常量与变量,自 变量

与函数,并写出表示函数与自变量关系的式子.

2.一个三角形的底边长为 5,高 九可以任意伸缩。

写出面积 S随九变化的解析式,并指出其中的常

量与变量,自 变量与函数,以 及 自变量的取值

范围。

3.在计算器上按下面的程序操作 :

输人x(任意一个数 )

I按键 × 2 + 5

显示y(计算结果 )

●豪

向 右     由例 4可以看 出 ,

从它  雷擎罗蛋是.表
示法之
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填表 :

显示的计算结果丿是输入数值男的函数吗?为什么?

下列式子中的 y是￡的函数吗?为什么?

⑴ 厂 卜 △  ⑵ 疒 Ξ ; ⑶ y=√t可 ·

请再举出一些函数的例子。

分别对第 4题中的各函数解析式进行讨论 :

(1)自 变量 J在什么范围内取值时函数解析式有意义?
(2)当 J=5时对应的函数值是多少?
画出函数 y=0· 5J的 图象,并指出自变量ε的取值范围。

下列各曲线中哪些表示 y是 =的 函数?

(第 7题 )
“
漏壶
”
是一种古代计时器。在它内部盛一定量的水,水从壶下的

小孔漏出。壶内壁有刻度,人π1根据壶中水面的位置计算时间。用
￡表示漏水时间,y表示壶底到水面的高度.下页哪个图象适合表
示丿与茁的对应关系?(不考虑水量变化对压力的影响。)

—̄ 4J
 
 
 
"
冫

101 -5,2

4.

6
 
7
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(1)       (2)
(第 8题 )

综合运用

9,下 面的图象反映的过程是:张强从家跑步去体育场 ,

文具店去买笔,然后散步走回家。图中贯表示时间,

在那里锻炼了一阵后又走到

丿表示张强离家的距离,

l/kl11

2,5

15

@  15 3o 45  65     100 t/lnin

(第 9题 )

根据图象回答下列问题 :

(1)体育场离张强家多远?张强从家到体育场用了多少时间?
(2)体育场离文具店多远 ?

(3)张强在文具店停留了多少时间?

(4)张强从文具店回家的平均速度是多少?

10,某种活期储蓄的月利率是 0.06%,存入 100元本金。求本息和 丿 (本金与利息

的和 ,单位 :元 )随所存月数￡变化的函数解析式,并计算存期为 4个月时的

本∫息和 .

11.正方形边长为 3。 若边长增加 劣,则 面积增加 y。 求丿随J变化的函数解析式 ,

指出自变量与函数,并以表格形式表示当=等于 1,2,3,4时 γ的值 ,

12.甲 、乙两车沿直路同向行驶 ,车速分别为 ⒛ m/s和 25m/s.现 甲车在乙车前

500m处 ,设 Js(0≤￡≤100)后两车相距丿m,用 解析式和图象表示丿与贯的

对应关系。

13.甲 、乙两车从 A城 出发前往 B城.在整个行程中,汽车离开 A城的距离y与 时

刻莎的对应关系如下页图所示。

(1)A,B两城相距多远 ?
(2)哪辆车先出发?哪辆车先到 B城
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(3)甲、乙两车的平均速度分别为多少?
(4)你还能从图中得到哪些信息?

拓广探索

14.在 同一直角坐标系中分别画出函数丿=￡ 与y=÷的图象.利 用这两个图象回答 :

(1)￡ 取什么值时,J比⊥大?
茁

(2)宽 取什么值时,￡ 比⊥
`刂

、?
“

边形、六边形分别有多少条对角线?彳 边形呢?多 边形15.四边形有两条对角线 ,

数吗?对角线的条数是边数的

5∶ 00 6∶ 00 7:30 9:00 10∶ 00

(第 13题 )
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阅读与思考

科学家如何测算岩石的年龄

你知道科学家如何测算岩石的年龄吗?解决这个问题时也用到函数这个数学工具。

1903年 ,英国物理学家卢瑟福通过实验证实,放射性物质放出射线后,这种物质的

质量将减少,减少的速度开始较快,后来较慢,物质所剩的质量与时间成某种函数关系。

图1为表示镭的放射规律的函数图象。

由图 1我们可以剡 :镭的质量 由幻 僦 到:昭。需
1⑺ 年 ,由

如
0翩 到

÷
仍°

需年数为3⒛0— 1620=1620, 由
÷
99o0缩减到

七
″2。 需+数为4860-3240=1620, 即镭

的质量缩减为原来的一半所用的时间是一个不变的量—— 1620年 .一般把1620年称为镭

的半衰期.

实际上,所有放射性物质都有自己的半衰期.铀 的半衰期为 45.6亿年,蜕 变后的铀

最后成为铅,因此,科学家们测出一块岩石中现在含铀和铅的质量,便可以算出这块岩石

原来的含铀量,进而利用半衰期算出从原来含铀量到现在含铀量经过了多少时间,从而推

算出这块岩石酶年龄.据此测算出地球上最古老的岩石的年龄约为 30亿年.

请思考下面的问题,它 能帮你理解
“
半衰
”
现象.

一个皮球从 16m高 处下落,第 一次落地后反弹起 8m,第 二次落地后反弹起 4m,
以后每次落地后的反弹高度都减半.试写出表示反弹高度九 (单位:m)与 落地次数 m的

对应关系的函数解析式,皮球第几次落地后的反弹高度为:m?
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19。 2一次函数

1θ.2.1 正比例函数

问题 I 2011年开始运营的京沪高速铁路全长 1318km。 设列车的平均速

度为 300km/h。 考虑以下问题 :

(1)乘京沪高铁列车,从始发站北京南站到终点站上海虹桥站,约需多少

小时 (结果保留小数点后一位)?

(2)京沪高铁列车的行程丿 (单位:km)与运行时间∠(单位:h)之间
有何数量关系?

(3)京沪高铁列车从北京南站出发 2.5h后 ,是否已经过了距始发站
11OO km的南京南站?

分析:(1)京沪高铁列车全程运行时间约需
1318÷ 300^彡4.4 (h).

(2)京沪高铁列车的行程丿是运行时间莎的函数,函数解析式为

y=300莎 (0≤∠≤4。 4)。

(3)京沪高铁列车从北京南站出发 2.5h的行程,是当莎=2.5时函数y=
300r的值,即

丿=300× 2.5=750(km)。

这时列车尚未到达距始发站 11O0km的南京南站。

以上我们用函数 y=300莎 (0≤莎≤4。 4)对京沪高铁列车的行程问题进行

了讨论。尽管实际情况可能会与此有一些小的不同,但这个函数基本上反映了

列车的行程与运行时间之间的对应规律.

思考

下列问题中,变量之间的对应关系是函数关系吗?如果是,请写出函

数解析式.这些函数解析式有哪些共同特征?
(1)圆 的周长J随半径r的变化而变化。

(2)铁的密度为7.8酽cm3,铁块的质量解(单位:⒆ 随它的体积y
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(单位:cm3)的 变化而变化。
(3)每个练习本的厚度为0.5cm,一 些练习本摞在一起的总厚度

九(单位:cm)随练习本的本数彳的变化而变化。
(4)冷冻一个 0℃ 的物体,使 它每分下降2℃ ,物体的温度 T(单

位:℃ )随冷冻时间莎(单位:min)的 变化而变化。

上面问题中,表示变量之间关系的函数解析式分别为 :

(1) J=2Trr;

(3) 凡〓=0.5符 ;

(2)铭 =7.8V;
(4)T=-2莎。

正如函数 y=3O0彦 一样,上面这些函数都是常数与自变量的积的形式。

一般地,形如丿=屁J(尼 是常数 ,尼≠0)的函数,叫做正比例函数 (pro

portiond functioω ,其中屁叫做比例系数。

(4)丿 2=⒋￡。

侈刂1

(1)

解 :

对应值。

画出下列正比例函数的图象 :

y=2J,y=ⅠJ;     (2)y=-1.5J,

(1)函数 y=2ε 中自变量J可为任意实数。表

y=一 4J。

19-7是 丿与 J的几组

'(lIII:;;I:∶
IIl)

1.下列式子中,哪些表示 y是 J的正比例函数?

(1) 丿=-— 0.1品 ;    (2) γ=号 ;    (3) y=2=2;

2.列式表示下列问题中的 y与 J的函数关系,并指出哪些是正比例函数。

(1)正方形的边长为￡cm,周 长为丿cm;
(2)某人一年内的月平均收入为ε元,他这年 (12个月)的 总收入为丿元 ;

`  (3)一 个长方体的长为 2cm,宽为 1.5cm,高 为￡cm,体积为丿cm3。

下面我们研究正比例函数的图象。

表 19-9
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如图 19.2△ ,在直角坐标系中描出以表中的值为坐标的点。将这些点连接

起来,得到一条经过原点和第三、第一象限的直线。它就是函数 y=h的
图象。

用同样的方法,可以得到函数丿=告茁的图象 (图 19.2-1)。 它也是一条经

过原点和第三、第一象限的直线。

你画出的函数

丿=告 ￡的图象 ,

与 图 19.2-1中 的

相同吗?

图 19.21

(2)函数 y=-1· 5r中 自变量 J可为任意实数。表 198是 y与 r的几组

对应值。

表 19司

=   
·⋯   -3  -2  —̄ 1   0    1    2    3   ⋯·

y    ·⋯   4.5    3    1.5    0   -1,5  -3  -4,5  ⋯·

如图 19.22,在直角坐标系中描出以表中的值为坐标的点。将这些点连接

起来,得到一条经过原点和第二、第四象限的直线,它就是函数丿=-1.5J
的图象.

用同样的方法,可以得到函数丿=一 4￡ 的图象 (图 19.22)。 它也是一条

经过原点和第二、第四象限的直线。

你画出的函数

丿=一 纭 的图象 ,

与 图 19,2-2中 的

相同吗?
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以上 4个函数的图象都是经过原点的直线,其中函数 y=2J和γ=:J的

图象经过第三、第一象限,从左向右上升;函数丿=-1.5￡ 和y=一妇 的图

象经过第二、第四象限,从左向右下降。

一般地,正比例函数丿=屁J(屁 是常数 ,尼≠0)的图象是一条经过原点的

直线,我们称它为直线丿=屁J。 当 / `· 时,直线 y=尼J经过第三、第一象限 ,

从左向右上升,即随着 `的增大、
,也增大;当 汰 ●时,直线y=屁茁经过第二、

第四象限,从左向右下降,即随着 `的增大p反而减小.

思考

经过原点与点 (1,屁 )(屁 是常数,屁≠O)的直线是哪个函数的图象?

画正比例函数的图象时,怎样画最简单?为 什么?

因为两点确定一条直线,所以可用两点法画正比例函数 丿=尼J(屁≠0)

的图象,一般地,过原点和点 (1,屁 ) (尼 是常数 ,尼≠0)的直线,即正比例

函数 y=屁J(屁≠0)的图象。

用你认为最简单的方法画出下列函数的图象 :

⑴丿=:奶  ⑵y=~⒊⒎

19.2.2 -次 函数

闷是R2 某登山队大本营所在地的气温为
5℃ ,海拔每升高1km气温下降6℃。登山队员

由大本营向上登高J km时 ,他们所在位置的气

温是γ℃。试用函数解析式表示丿与J的关系。

分析:丿 随J变化的规律是:从大本营向
上,当海拔增加J km时 ,气温从5℃减少6￡ ℃。

因此 y与 J的函数解析式为

丿=〓 5-6J。

这个函数也可以写为
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y=-6J+5。

当登山队员由大本营向上登高 0.5km时 ,他们所在位置的气温就是当
J=0,5时函数 y=-6J+5的 值 ,即 y=-6× 0.5+5=2(°C).

思考

下列问题中,变量之间的对应关系是函数关系吗?如果是,请写出函

数解析式。这些函数解析式有哪些共同特征?

(1)有人发现,在 20℃ ~25℃ 时蟋蟀每分鸣叫次数 c与 温度彦(单

位 :℃ )有关,即 c的值约是彦的 7倍与35的 差。
(2)一种计算成年人标准体重 G(单位:kg)的 方法是:以 厘米为单

位量出身高值九,再减常数 105,所得差是 G的值。
(3)某城市的市内电话的月收费额丿(单位:元 )包括月租费 22元和

拨打电话 J min的 计时费 (按 0.1元 /min收取)。
(4)把 一个长10cm、 宽5cm的长方形的长减少J cm,宽 不变,长方

形的面积 y(单位:cm2)随 J的变化而变化。

上面问题中,表示变量之间关系的函数解析式分别为 :

(Dc=7莎 -35(20≤彦≤25);     (2)G=九 -105;
(3)丿 =0.1J+22;         (4)丿 =-5J+50(0≤ J≤ 10).
正如函数 y=-6r+5一样,上面这些函数都是常数屁与自变量的积与常

数乙的和的形式。

一般地,形如丿=屁J+D(屁 ,乙 是常数 ,屁≠O)的函数,叫做—次函数
(hnear ftln山。ω。当乙=0时 ,y=屁￡+D即 y=尼J,所以说正比例函数是一种
特殊的一次函数。

∶ 1。 下列函数中哪些是一次函数 ,哪些又是正比例函数?

∶ ⑴丿=^:劣 ;  (2)γ =丁 ;

∶   (3)y=5/+6;  (4)y=-0.5￡ -1,
;2.一次函数 y=tJr+3,当 ￡=l时 ,丿 =5;当 J=-1时 ,γ =1.求 乃和沙的值。

(
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1

一个小球由静止开始沿一个斜坡向下滚动 ,

其速度每秒增加 2m/s。

(1)求小球速度 v(单位:m/ω 关于时间
扌(单位:Θ的函数解析式。它是一次函数吗?

(2)求第 2.5s时 小球的速度。 (第 3题 )

例 2 画出函数 y=-6E与 y=-6J+5的 图象。
解:函数 y=-6茁 与y=-6J+5中 ,自变量 J可以是任意实数。列表表

示几组对应值 (计算并填写表 19J中空格 )。

画出函数丿=-6J与 y=-6J+5的 图象 (图 19。 ⒉3),

/币赢碰
¨

与图 1g。 ⒉3相同吗?

思考

比较上面两个函数的图象的相同点与不同点,填出你的观察结果 :

这两个函数的图象形状都是___,并 且倾斜程度___。 函数
y=△ 6ε的图象经过原点,函 数 y=-6ε +5的 图象与 y轴 交于点
,即它可以看作由直线y=-6ε 向_平 移_个 单位长度而得到。

表 19-9

y=-6茄+5

z日 19.2-3
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比较两个函数解析式,你能说出两个函数的图象有上述关系的道
理吗?

联系上面结果,考虑一次函数 y=腕 +乙 (屁 ≠0)的 图象是什么形
状,它与直线y=阮 α≠0)有什么关系。

比较一次函数丿=切 +3(尼≠O)与正比例函数 y=尼ε (屁≠0)的解析
式,容易得出:

一次函数y=屁ε+沙 (屁≠O)的图象可以由直线 y=尼J平移 |D|个单位
长度得到(当 D>0时 ,向上平移;当乙(O时 ,向下平移)。 一次函数 y=屁J+D
(尼≠O)的图象也是一条直线,我们称它为直线 y=屁J+乙。

例3 画出函数 y=2ε -1与 y=-0.5J+1的 图象。
分析:由于一次函数的图象是直线,因 此只要确定两个点就能画出它。

解:列表表示当茁=0,￡ =1时两个函数的对应值 (表 19-10)。

过点(O,— D与点(1,

画出直线 y=-0.5=+1。
D画出直线丿=2J-1;过点(0
(逐彐19.2-吐 )

,D与点(1,0.5)

先画直线 γ=2∝

与丿=-0.5J,再分别
平移它们 ,也能得到直

线 丿=2J-1与 丿=
-0.5￡ +1.

表 19-10

z彐 19.2-4
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探 究

画出函数丿=J+1,丿 =—J+1,丿 =2J+1,γ =-2r+1的 图象。
由它们联想:一次函数解析式丿=加 +乙 (屁 ,乙 是常数,尼≠0)中 ,屁 的
正负对函数图象有什么影响?

观察前面一次函数的图象 ,可以发现规律 :

当屁)0时 ,直线 γ=屁￡+乙 从左向右上升 ;
当屁(O时,直线 丿=尼J+乙 从左向右下降。由此可

知 ,一次函数 丿=钫 +乙 (屁 ,乙 是常数 ,尼 ≠ O)
具有如下性质 :

当虍)O时 ,y随 r的增大而增太 ;
当肛(()时 ,γ 随J的增大而减小。

(∷
Ξ

我们先通过观察

发现 图象 (形 )的 规

律 ,再根据这些规律

得出关于数值大小的

性质,这种数形结合
的研究方法在数学学

习中很重要 ,

直线 丿=2贸 -3与 J轴交点坐标为 ,与 丿轴交点坐标为

象经过    象限,γ 随∝的增大而
在同一直角坐标系中画出下列函数的图象 , 并指出每小题中三个函数的图象有

什么关系.

(1)y=J-1,丿 =∝ ,γ =J+1;
(2)丿 =-2i-1,γ =-2J,丿 =-2J+1·
3.分别在同一直角坐标系中画出下列 (1)(2)中 各函数的图象,并指出每组函数

图象的共同之处。

(1) y=;￡ +1,丿 =￡ +1,丿 =2J+1;

(2) 
丿 ==—

—

去
J-1, 丿 ==一 贸 -1, 丿 ==-2Jˉ 1·

,图

例 4 已知一次函数的图象过点 (3,5)与
(一4,-9),求这个一次函数的解析式。
分析:求一次函数 y=尼J+3的解析式,关

键是求出尼,乙 的值。从已知条件可以列出关于屁,

D的 二元一次方程组,并求出凫,乙。

`乒

因为 图象过 (3,

5)与 (一 4,-9)点 ,

所以这两点的坐标必

适合解析式。
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像例 4这样先设出函数解析式,再根据条件确定解析式中未知的系数,从

而得出函数解析式的方法,叫做待定系数法 .

由于一次函数 y=屁J+乙 中有花和D两个待定系数,因此用待定系数法时

需要根据两个条件列二元一次方程组 (以 尼和乙为未知数 )。 解方程组后就能

具体写出一次函数的解析式。

例 3与例 4从两方面说明 :

选取

函数解析式
y〓胲+D

满足条件的两定点
(艿 1,y1)与 (艿2,y2)

一次函数的图象
直线

'解 出 选取

“
黄金 1号

”
玉米种子的价格为 5元 /kg。 女口果一次购买 2埯 以上

的种子 ,超过 2碹 部分的种子价格打 8折 .

(])填写表 1911.

舅艮19-11

购买量/kg   0,5 1 1.5 2 2,5 3 3.5 4  ⋯

付款金额/元                         ⋯

(2)写出购买量关于付款金额的函数解析式 ,并画出函数图象。

付款金额与种子价格相关。问题中种子价格不是固定不变的,它 与

购买量有关.设购买 J kg种 子,当 0≤r≤2时 ,种子价格为5元 //kg;当 J>
2时 ,其 中有 2kg种子按 5元 /kg计价 ,其余的 (J-2)kg(即 超出2kg部 分 )

种子按 4元 /kg(即 8折 )计价.因 此 ,写 函数解析式与画函数图象时,应 对
0≤r≤2和 J)2分段讨论 .
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解 :(1)

昂莨19-12

思考

你能由上面的函数解析式解决以下问题吗?由 函数图象也能解决这些

问题吗?

(1)一次购买 1.5kg种子,需付款多少元?
(2)一次购买 3kg种子,需付款多少元?

1.已知一次函数的图象经过J点 (9,0)和‘点 (24,⒛),写 出函数解析式。

2.一个试验室在 0:00-2:00保持⒛ ℃的恒温,在 2:00-4:00匀 速升温,每小时

升高 5℃。写出试验室温度 T(单位 :℃ )关 于时间莎(单位:h)的 函数解析
式,并画出函数图象。
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19.2.3 -次 函数与方程、不等式

方程、不等式与函数之间有着密切的联系。下面我们先从函数的角度看解

一元一次方程.

思考

下面 3个方程有什么共同点和不同点?你能从函数的角度对解这 3个

方程进行解释吗?

(1)2￡ +1=3;    (2)2￡ +1=0;

可以看出,这 3个方程的等号左边都是 2J+
l,等号右边分别是 3,0,-1.从 函数的角度
看,解这 3个方程相当于在一次函数 丿=2J+1
的函数值分别为 3,O,-1时 ,求 自变量 J的值。
或者说,在直线 y=2J+1上取纵坐标分别为 3,
O,-1的点,看它们的横坐标分别为多少 (图
19.2-6)。

因为任何一个以￡为未知数的一元一次方程

都可以变形为εJ+乙 =0(况≠0)的形式,所以解
一元一次方程相当于在某个一次函数 y=弼 +乙 的
函数值为 0时 ,求 自变量 J的值。

我们再从函数的角度看解一元一次不等式。

思考

下面 3个不等式有什么共同点和不同点?你能从函数的角度对解这 3

个不等式进行解释吗?

(1) h+2)2;     (2) h+2<O;     (3) ⒊ +2<-1。

可以看出,这 3个不等式的不等号左边都是 3J+2,而不等号及不等号右
边却有不同。从函数的角度看,解这 3个不等式相当于在一次函数 y=3r+2
的函数值分别大于 2、 小于 0、 小于-1时 ,求 自变量￡的取值范围。或者说 ,
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在直线 y=3￡ +2上取纵坐标分别满足大于 2、 小
于 0、 小于-1的点,看它们的横坐标分别满足什
么条件 (图 19.27)。

因为任何一个以△为未知数的一元一次不等式

都可以变形为Ωr+乙)0或 εJ+乙 <0(Ω ≠0)的形
式,所以解一元一次不等式相当于在某个一次函数
y=况r+乙 的值大于 0或小于 0时 ,求 自变量 J的

取值范围。

最后,我们从函数的角度看解二元一次方程组。

问题 3 1号探测气球从海拔 5m处出发,以
1m/min的速度上升。与此同时,2号探测气球从海
拔 15m处出发,以 0.5m/min的速度上升。两个
气球都上升了 1h。

(1)用式子分别表示两个气球所在位置的海拔 y(单位:m)关于上升时
丨司J(单位:mh)的 函数关系 ;
(2)在某时刻两个气球能否位于同一高度?如果能,这时气球上升了多长

时间?位于什么高度?
分析:(1)气球上升时间J满足 0≤r≤ 60。

对于 1号气球 ,丿 关于J的函数解析式为γ=J+5。

对于 2号气球,y关于J的函数解析式为 y=0· 5J+15。
(2)在某时刻两个气球位于同一高度,就是说对于￡的某个值 (0≤r≤

6O),函数 y=J+5和 y=0· 5J+15有相同的值丿。女口能求出这个￡和γ,贝刂
问题得到解决。由此容易想到解二元一次方程组

;耳 百 |15,目吒 7三 1I￡ L1⒌

解
爿 :; ::。

这就是说 ,当上升 ⒛ min时 ,两个

气球

鼙信I军釜       图象解释上述问题

苎
{∶∶∶∶∶{∶∶∶∶i∶ J予Ji∶

;∴

!∶
}置 l苫 ‰ 邗 茫

l|∶

l∶

}i:∶∶i复:晷 {;|∶ }

图 19.2-7

20            '

图 19.28

第十九章 一次函数 97

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



条直线的交
'点
坐标为 (⒛ ,25),这也说明当上升⒛血n时 ,两个气球都位于海

拔25m的高度。

一般地,因为每个含有未知数 r和丿的二元一次方程,都可以改写为丿=
屁￡+乙 (屁 ,乙 是常数 ,屁≠0)的形式,所以每个这样的方程都对应一个一次
函数,于是也对应一条直线。这条直线上每个点的坐标 (r,丿 )都是这个二

元一次方程的解。

由上可知,由含有未知数 r和γ的两个二元一次方程组成的每个二元一

次方程组,都对应两个一次函数,于是也对应两条直线。从
“
数
”
的角度看 ,

解这样的方程组,相当于求自变量为何值时相应的两个函数值相等,以及这个

函数值是多少;从
“
形
”
的角度看,解这样的方程组,相当于确定两条相应直

线交点的坐标。因此,我们可以用画一次函数图象的方法得到方程组的解。

归纳

方程 (组 )与 函数之间互相联系,从函数的角度可以把它们统一起

来.解决问题时,应根据具体情况灵活地把它们结合起来考虑。

考虑下面两种移动电话计费方式 :

复习巩固

1.一列火车以90km/h的 速度匀速前进。求它的行驶路程 s(单位:km)关 于行驶时
间莎(单位 :l△ l的 函数解析式,并画出函数图象,

2.函数丿=-5￡ 的图象在第___象 限内,经过丿点 (0,__)与 J点 (1,__),

丿随J的增大而    ,
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4,

一个弹簧不挂重物时长 12cm,挂上重物后伸长的长度

与所挂重物的质量成正比。如果挂上 1kg的 物体后 ,

弹簧伸长 2cm。 求弹簧总长丿(单位:cm)关 于所挂物
体质量 J(单位 :kg)的函数解析式。

分别画出下列函数的图象 :

(1)丿 =4J;

(3)丿 =-4￡ +1;

(2)γ =4=+1;
(4)丿 =一妇 -1。

5.在同一直角坐标系中,画 出函数 y=2J+4与 丿=-2￡ +4的 图象,并指出每个
函数中当J增大时丿如何变化 .

6.已知一次函数丿=加+b,当 r=2时 y的值为 4,当 J=— 2时 丿的值为-2,求
花与沙。

已知一次函数的图象经过】点 (-4,9)和点 (6,3),求这个函数的解析式 ,

当自变量 =取何值时,函数 丿=:tr+1与 y=5~T+17的 值相等?这个函数值是

多少?

综合运用

9.点 P(∝ ,y)在第一象限,且 宽+丿 =8,点 A的坐标为 (6,0).设△OPA的 面

积为 S。

(1)用含 =的式子表示S,写 出=的取值范围,画 出函数 S的 图象。
(2)当 点 P的横坐标为 5时 ,△0PA的面积为多少?
(3)△OPA的面积能大于 24吗 ?为什么?
10.不画图象,仅从函数解析式能否看出直线γ=3￡ +4与 丿=3J-4具有什么样的
位置关系?

11.从 A地向B地打长途电话,通话时间不超过 3min收费2.4元 ,超过 3min后每

分加收 1元,写 出通话费用γ (单位 :元 )关 于通话时间茁 (单位:min)的 函

数解析式。有 10元钱时,打一次电话最多可以通话多长时间?(本题中J取整
数 ,不足 1min的通话时间按 1min计 费。)

12.(l)当 3>0时 ,函数丿=J+沙 的图象经过哪几个象限?
(2)当 8<0时 ,函数丿=—J+3的 图象经过哪几个象限?
(3)当 屁)0时 ,函数丿=屁J+1的 图象经过哪几个象限?
(4)当 尼(0时 ,函数丿=阮 +l的 图象经过哪几个象限?

13.在 同一直角坐标系中,画 出函数丿=吾=+1和 丿=弦 +17的 图象,并结合图象

比较这两个函数的函数值的大小关系。
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拓广探索

14.图 中的折线表示一骑车人离家的距离γ与时间品的关系。骑车人 9:00离 开家 ,

15:00回 家。请你根据这个折线图回答下列问题 :

(1)这个人何时离家最远?这时他离家多远?
(2)何时他开始第一次休息?休息多长时间?这时他离家多远?
(3)11:00~12:30他 骑了多少千米?
(4)他在 9:00~10:30和 10:30~12:30的 平均速度各是多少?
(5)他返家时的平均速度是多少?
(6)14:00时他离家多远?何时他距家 9km?
y/km

45

30

18

15:00  r

15.甲 、乙两家商场平时以同样价格出售相同的商品。春节期间两家商场都让利酬

宾,其 中甲商场所有商品按 8折出售,乙商场对一次购物中超过 200元后的价格

部分打 7折 .

(1)以 J(单位:元)表示商品原价,y(单位 :元 )表示购物全额,分别就两
家商场的让利方式写出γ关于ε的函数解析式 ;

(2)在 同一直角坐标系中画出 (D中 函数的图象 ;
(3)春节期间如何选择这两家商场去购物更省钱?

(第 ⒕题 )
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用计算机画函数图象

由解析式画函数图象时,一般采用描点连线法.描 出的点越多,画 出的函数图象越准

确。但是,仅靠手工操作有时很难画出准确的图象,而计算机可以帮助我们又快又准地画

出函数图象。下面介绍根据函数解析式用 《几何画板》软件画函数图象的一些例子。

例如,画 函数 丿=3J-2的 图象。启用 《几何画板》软件绘制函数图象功能 (new

funcu。n/graph),输 入函数解析式丿=3r-2,计 算机便自动画出如下图象 (图 1中 的直线).

信息技术应用

6
 
 
 
4
 
 
 
2

V〓 3x^2

-5         C’

-2

-4

-6

图 1                图 2

类似地,可 以画出函数丿=r2与 丿=￡2(J-3)的 图象 (图 2中 蓝色的曲线与红色的

曲线),

从画出的函数图象可以看出,函数图象与函数性质之间存在着必然的联系,例如

图象特征           函数变化规律

从左向右曲线呈上升状态   ㈠  丿随J的增大而增大

从左向右曲线呈下降状态   ㈠  y随 =的增大而减小

曲线上的最高点是 (曰 ,3)  ㈠  当J=G时 ,γ 有最大值乙

曲线上的最低点是 (Ω ,3)  ㈠  当￡=夕 时,丿 有最小值 b

根据上面例子中的函数图象,你发现这些函数各具有什么性质?

6
 
 
 
4
 
 
 
2

y〓 茄2
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19.3课题学习 选择方案

做一件事情,有时有不同的实施方案。比较这些方案,从中选择最佳方案

作为行动计划,是非常必要的。在选择方案时,往往需要从数学角度进行分
析,涉及变量的问题常用到函数。同学们通过讨论下面两个问题,可以体会如

何运用一次函数选择最佳方案。解决这些问题后,可以进行后面的实践活动。

问题 1 怎样选取上网收费方式?
表 19-13给出A,B,C三种上宽带网的收费方式。

选取哪种方式能节省上网费?

分析:在方式 A,B中 ,上网时间是影响上网费的变量;在方式 C中 ,上
网费是常量。

设月上网时间为￡h,则方案 A,B的收费金额 y1,y2都是￡的函数:要比
较它们,需在J>0的条件下,考虑何时 (D丿 1=丿2,0)丿 1(丿2,(3)y1>y2。
利用函数解析式,通过方程、不等式或函数图象能够解答上述问题。在此基础

上,再用其中省钱的方式与方式 C进行比较,则容易对收费方式作出选择。

在方式 A中 ,月使用费 30元与包时上网时间 25h是常量。考虑收费金额
时,要把上网时间分为 25h以 内和超过 25h两种情况,得到的是如下的函数

ry1={::年
O。 05× 60(￡ˉ̄25), ∶∶∶;∶:25’

化简,得
0≤·≤25,

ε>)25。锟
炳

3
Ο

’
艹3
·
.

r
叫

ι
⒚

为

 
图口女象图的数函个这

表 19ˉ13
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图 19,31

类似地,可以得出方式 B,C的收费金额 y2,y3关于上网时间 J的函数
解析式。

问题 2 怎样租车?
某学校计划在总费用 2300元的限额内,租用汽车送 234名学生和 6名教

师集体夕卜出活动,每辆汽车上至少要有 1名教师。

现有甲、乙两种大客车,它们的载客量和租金如表 19△ 4所示 .

表  19-14

在图 19.31中 画出 y2,丿 3

当上网时间

当上网时间

当上网时间

载客量/(人/辆 )

租金/(元 /辆 )

的图象 ,结合函数图象与解析式 ,填空 :

时 ,选择方式 A最省钱 ;

时 ,选择方式 B最省钱 ;

时 ,选择方式 C最省钱。

甲种客车

45

400

乙种客车

30

280

(1)共需租多少辆汽车?
(2)给出最节省费用的租车方案。

分析: (l)可 以从乘车人数的角度考虑租多少辆汽车,要注意到以下

要求 :

①要保证 240名师生都有车坐 ;

②要使每辆汽车上至少要有 l名教师。

根据①可知,汽车总数不能小于__;根 据②可知,汽车总数不能大
于__。 综合起来可知汽车总数为__。
(2)租车费用与所租车的种类有关,可以看出,当汽车总数α确定后,在
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满足各项要求的前提下,尽可能少地租用甲种客车可以节省费用.

设租用￡辆甲种客车,则租车费用 y(单位:元)是 ε的函数,即

【y=如0J+280(Ω —̄J)。

将 (D中确定的Ω的值代人上式,化简这个函数,得
y=

为使 240名师生有车坐,J不能小于___;为 使租车费用不超过 2300
元 ,茁 不能超过___。 综合起来可知 J的取值为     。
在考虑上述问题的基础上,你能得出几种不同的租车方案?为节省费用应

选择其中哪个方案?试说明理由。

取一个取值能影响其他变量的值的变量作为自变量。然后根据问题的条件

寻求可以反映实际问题的函数,以此作为解决问题的数学模型。

实践活动 :

结合日常生活中某个可以选择多种实施方案的实际问题,例如购物、配

送、上网、通讯等,利用数学知识进行分析,选择最佳方案,并写出有关活动

的报告。

有多个变量的问题时,可 以分析这些变量之间的关系,从中选
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数 学 活 动

(l)根据下表的数据,在直角坐标系中画出世界人口增长曲线图。

(2)选择一个近似于人口增长曲线的一次函数,写 出它的解析式。

(3)按照这样的增长趋势,估计⒛⒛年的世界人口数。

世界人口数统计表

年份 r   196o

人口数γ〃乙  30

1974         1987         1999         2010

40           50           60           69

水龙头关闭不严会造成滴水 ,为 了调查漏

水量与漏水时间的关系,可进行以下的试验与

研究 :

(1)在滴水的水龙头下放置一个能显示水

量的容器,每 5min记 录一次容器中的水量 ,

并填写下表。

时间〃min o  5

水量v/mL

10   15   20   25   30

(2)建立直角坐标系,以横轴表示时间莎,纵轴表示水量 v,描 出以
上述试验所得数据为坐标的各∫羔,并观察它们的分布规律。
(3)试写出v关于莎的函数解析式,并由它估算这种漏水状态下一天

的漏水量。
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'l、
结

-、 本章知识结构图

{某些现实问题中变 |

}量之间相互联系 }

建立数学模型

应 用 一次函数

y〓饪+D(庀≠0)

帅勖的增大而增大 ;

帅勖的增大而减小

二、回顾与思考

客观世界中变量大量存在。本章结合一些实际问题,分析了一个变化过程

中两个变量的一种对应关系,即每当其中某个变量取一个定值时,另 一变量有

唯一确定的值与其对应,由此初步认识了函数及其表示法。

一次函数y=加 +乙 (尼≠O)是一种最基本的函数,它刻画了一类常见的变

化规律。正比例函数丿=切 α≠0)是一次函数的特例。一次函数的图象是一条

直线,利用图象可以直观地分析函数丿=加 +乙 (屁≠O)的增减性。观察发现 ,

当尼)0α(0)时 ,图象从左向右上升 (下降)。 这表明,函数 y的值随自变量
￡的增大而增大 (减小),利用图象研究函数的方法体现了数形结合的思想。

利用函数解决问题时,关键在于分析问题中变量之间的对应关系,并考虑

如何表示这种关系,从而将实际问题转化为函数模型。如果判断出某问题的变

化规律可用一次函数模型刻画,那么可根据已知条件用待定系数法得出函数解

析式。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.举例说明两个变量J和 y满足什么条件时,y是 J的 函数。

2.函数有哪些表示法?它们各有什么优点?请举例说明。

3.一 次函数丿=屁J+乙 的图象是什么图形?当 D=0时 ,函数丿=乃J+乙 的
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性质

0
 
0
b
 
k
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图象经过哪个定点?常数尼对函数丿=肟 +乙 的图象有什么影响?由 此能说明

丿与￡之间的什么变化规律?

4.由 一条不平行于坐标轴的已知直线,能求出它对应的一次函数的解析式

吗?如果能,应怎样求?由 此体会由形到数的转化。

5.举例说明如何利用函数解决实际问题。

复习巩固

1.

←吾,0,
3.填空 :

已存款100元 ,今
后三年每月要存款10元 ,

三年后捐给贫困地区的
小朋友。

小亮现已存款 100元。为赞助
“
希望工程
”
,

他计划今后三年每月存款 10元.存款总金

额丿(单位 :元 )将随时间钌(单位 :月 )

的变化而改变。指出其中的常量与变量 ,

自变量与函数 ,并写出函数解析式。

判断下列各点是否在直线丿=2ε +6上。

这条直线与坐标轴交于何处?

(-5,— 4),  (-7,20),

鳜

霪

(号 ,7÷
)·

(D直线丿=:—号J经过第

象限,丿 随￡的增大而___;
(2)直线丿=3=-2经过第____象 限,y随 J的增大而___。
4.根据下列条件分别确定函数丿=拓+3的解析式 :

(1)y与 ￡成正比例 ,当 品=5时 ,丿 =6;

⑵ 直线厂 加扔
绎
过点 ⒀,ω 与点

咭
,一
告)

5.试根据函数丿=3J-15的性质或图象,确定 J取何值时 :
(1) 丿)0; (2) y(0.

综合运用

6.在某火车站托运物品时,不超过 1kg的 物品需付 2元 ,以后每增加 1kg(不足
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8.

7.

1kg按 1kg计)需增加托运费 0.5元。设托运夕kg

元。试写出c的计算公式.

某水果批发市场规定,批发苹果不少于 100kg时 ,

带现全3000元到这市场采购苹果,并以批发价买进 .

付款后还剩余现金 y元.试写出y关于J的函数

解析式,并指出自变量 J的取值范围,

匀速地向一个容器内注水,最后把容器注满。在注

水过程中,水面高度九随时间彦的变化规律如图所

示 (图 中 o⒋BC为 一折线 )。 这个容器的形状是下

图中哪一个?匀 速地向另两个容器注水时,你能画

出水面高度九随时间莎变化的图象 (草 图)吗 ?

(夕 为整数)物品的费用为 c

批发价为 2。 5元/kg.刂 `王携

设购买的苹果为r kg,`卜 王

9,已知等腰三角形周长为 20。

(1)写 出底边长 y关于腰长J的 函数解析式 (J为 自变量);

(2)写 出自变量取值范围 ;

(3)在直角坐标系中,画 出函数图象.

10.已知 )点 A(8,0)及在第一象限的动J点 P(￡ ,y),且 ￡+丿 =10,设△0PA的 面

积为 S.

(1)求 S关 于茁的函数解析式 ;
(2)求 J的取值范围 ;
(3)当 S=12时 ,求 P点坐标 ;
(4)画 出函数 S的 图象.

11.(1)画 出函数丿=|￡ -1|的 图象‘
(2)设 P(贸 ,0)是 J轴上的一个动 `点 ,它与 J轴上表示-3的 Ⅰ点的距离为γ.

求丿关于茁的函数解析式,并画出这个函数的图象。

12.A,B两 地相距 25km.甲 8:00由 A地 出发骑 自行车去 B地 ,平 均速度为
10km/h;乙 9:30由 A地 出发乘汽车也去 B地 ,平均速度为 40km/h,
(1)分别写出两个人的行程关于时刻的函数解析式 ;

(2)乙能否在途中超过甲?如果能超过,何时超过?

(第 8题 )
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拓广探索

13.一个有进水管与出水管的容器,从某时刻开始

4min内 只进水不出水,在随后的 8min内既进水

又出水,每分的进水量和出水量是两个常数。容

器内的水量 丿 (单 位:L)与 时间 r(单 位 :
min)之 间的关系如图所示。

(1)当 0≤品≤4时 ,求 γ关于茁的函数解析式 ,

(2)当 4<J≤ 12时 ,求 丿关于J的 函数解析式。
(3)每分进水、出水各多少升?

14.一 次越野赛跑中,当 小明跑了 1600m时 ,小刚
跑了 1450m,此 后两人分别以Ωm/s和 bm/s

匀速跑。又过 100s时小刚追上小明,⒛0s时 小刚到

终J点。这次越野赛跑的全程为多少米?

15.A城有肥料 200t,B城有肥料 300t。 现要把这些肥料全部运往 C,D两 乡。从
A城往 C,D两 乡运肥料的费用分别为⒛元/t和 25元 /t;从 B城往 C,D两 乡
运肥料的费用分别为 15元 /t和 24元 /t。 现 C乡 需要肥料 240t,D乡 需要肥料
260t,怎样调运可使总运费最少?

C乡需要肥料9zIO t A城有肥料⒛0t

D乡需要肥料⒛0t B

(第 13题 )

达终点 ,300s时 小明到达

(第 15题 )
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第二十章 数据的分析

用样本估计总体是统计的基本思想。当所要考

察的总体中个体很多或者对考察对象带有破坏性

时,我们常常通过用样本估计总体的方法来了解
总体。看下面的问题 :

农科院为了选出适合某地种植的甜玉米种子 ,

对甲、乙两个品种各用 1O块 自然条件相同的试验
田进行试验,得到各试验田每公顷的产量 (见下
表 )。 根据这些数据,应 为农科院选择甜玉米种子
提出怎样的建议呢?

甜玉米的产量和产量的稳定性是农科院选择

种子时所关心的问题。如何考察一种甜玉米的产量

和产量的稳定性呢?这要用到本章将要学习的如
何用样本的平均数和方差估计总体的平均数和方

差等知识。

通过本章的学习,你将对数据的作用有更多
的认识,对用样本估计总体的思想有更深的体会。叹

品

种 各试验田每公顷产量/t

甲
7,65 7.59

7.61

乙

7.55 7,53

7.52 7.58 7.连 6 7.53 7.49

F甲 ≈7.54  万乙≈ 7· 52

s煮 ≈001 s乞 ≈0,002
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⒛。1数据的集中趋势

当我们收集到数据后,通常是用统计图表整理和描述数据。为了进一步获

取信息,还需要对数据进行分析。以前通过数据计算,我们学习了平均数,知

道它可以反映一组数据的平均水平。本节我们将在实际问题情境中,进一步探

讨平均数的统计意义,并学习中位数、众数和方差等另外几个统计中常用来刻画数

据特征的量,了解它们在数据分析中的重要作用,

⒛.1.1 平均数

问题 l 一家公司打算招聘一名英文翻译。对甲、乙两名应试者进行了听、

说、读、写的英语水平测试,他们的各项成绩 (百分制)如表 20-1所示.

表 20-1

应试者   听   说   读   写
●甲  : 85   78   85   73

ⅡZi Ⅱ 叩 ●∷∷呷∷ 烨  §β
(l)如果这家公司想招一名综合能力较强的翻译,计算两名应试者的平均

成绩 (百分制).从他们的成绩看,应该录取谁?
(2)如果这家公司想招一名笔译能力较强的翻译,听、说、读、写成绩按

照 2:1:3:4的 比确定,计算两名应试者的平均成绩 (百分制)。 从他们的成
绩看,应该录取谁?

对于问题 (1),根据平均数公式,甲 的平均成绩为

85+78+85+73
==80.25,

乙的平均成绩为

73+80+82+83
==79.5。

因为甲的平均成绩比乙高,所以应该录取甲。

对于问题 (2),听、说、读、写成绩按照 2:1:3:4的 比确定,这说明
各项成绩的

“
重要程度

”
有所不同,读、写的成绩比听、说的成绩更加

“
重

要
”。因此,甲的平均成绩为

85× 2+78× l+85× 3+73× 4
=79.5,
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乙的平均成绩为

73× 2+80× 1+82× 3+83× 4
2+1+3← 4

困为乙的平均成绩比甲高 ,所以应该录取乙。

=80。 4.

上述问题 (1)是利用平均数的公式计算平均成绩,其中的每个数据被认

为同等重要。而问题 (2)是根据实际需要对不同类型的数据赋予与其重要程

度相应的比重,其中的 2,1,3,4分别称为听、说、读、写四项成绩的衤I
(wogllt),相 应的平均数 79.5,80。 4分别称为甲和乙的听、说、读、写四项

成绩的加杈罚l均数 (weighted average)。

一般地,若 ″个数J1,r2,¨·,J刀 的权分别

是黝 ,m2,⋯·,Itl刀 ,则
r1叨1+r2v2+¨·+J刀 v″ 权的英文是 weight,

有表示数据重要程度的

意思。

叨l+v2+⋯ + c̄t刀

叫做这 ″个数的加权平均数。

如果这家公司想招一名口语能力较强的翻译 ,听 、说、读、写成绩按

照 3:3:2:2的 比确定 ,那 么甲、乙两人谁将被录取?与 上述问题中的
(1)(2)相 比较 ,你能体会到权的作用吗?

佰咕j 一次演讲比赛中,评委将从演讲内容、演讲能力、演讲效果三个方
面为选手打分。各项成绩均按百分制计 ,然后再按演讲内容占 50%、 演讲能力

占们 %、 演讲效果占 10%,计算选手的综合成绩 (百分制).进人决赛的前两名
选手的单项成绩如表 ⒛乇所示 ,请确定两人的名次。

表⒛9

选手

A

B

演讲能力

95

85

演讲内容

85

95

演讲效果

95

95

介 /I·

J· ;这个问题可以看成是求两名选手三项成绩的加权平均数,50%,
⒃%,10%说 明演讲内容、演讲能力、演讲效果三项成绩在总成绩中的重要程
度,是三项成绩的权。

ll2第二十章 数据的分析
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解:选手 A的最后得分是
85× 50%+95× 40%+95× 10%
50%+仞%+10%

选手 B的最后得分是
95× 50%+85× ⒃%+95× 10%
5O%+40%+10%

例 1中 两名选手

的单项成绩都是两个

95分 与一个 85分 ,

为什么他们的最后得

分不同呢?从 中你能
体会到权的作用吗?

=〓 90,

=91。

由上可知选手 B获得第一名,选手 A获得第二名。

应试者

甲

乙

面试

86

92

笔试

90

83

厂⑾
1.某公司欲招聘一名公关人员。对甲、乙两位应试者进行了面试和笔试,他们的

成绩 (百分制)如下表所示。

(1)如果公司认为面试和笔试成绩同等重要 ,从他们的成绩看,谁将被录取 ?
(2)如果公司认为,作为公关人员面试成绩应该比笔试成绩更重要 ,并分别赋

予它们 6和 4的权,计算甲、乙两人各自的平均成绩,谁将被录取?

2.晨光中学规定学生的学期体育成绩满分为 100,其 中早锻炼及体育课外活动占

⒛%,期 中考试成绩占30%,期末考试成绩占 50%.小 桐的三项成绩 (百 分
制)依次是 95,90,85.小 桐这学期的体育成绩是多少?

在求 m个数的平均数时,如果￡1出现 r1次 ,￡ 2出现 r2次⋯⋯J乃 出现

r虑 次 (这里 r1+r~9+⋯ +r汔 =m),那么这昭个数的平均数

△ =

JlF1+J2r2+⋯ +J汔 r尼
彳

也叫做￡1,J2,¨·,J汔 这屁个数的加权平均数,其中r1,r2,¨ ·,r虑 分别叫
做￡1,J2,⋯ ,￡汔的权。

例 2 某跳水队为了解运动员的年龄情况,作了一次年龄调查,结果如
下:13岁 8人 ,14岁 16人 ,15岁 24人 ,16岁 2人,求这个跳水队运动员的

平均年龄 (结果取整数 )。
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解:这个跳水队运动员的平均年龄为

△ =

13× 8+△ 4× 16+15× 24+16× 2
≈14(岁 ).8+16+24+2

探究

为了解 5路公共汽车的运营情况,公交部门统计了某天 5路公共汽车

每个运行班次的载客量,得到表 203。 这天 5路公共汽车平均每班的载客

量是多少 (结果取整数)?

表 203

组中值

11

31

51

71

91

111

载客量/人

1≤茁<21

21≤∝(41

41≤=<61
61≤茁<81

81≤∞(101

101≤J(121

频 数 (班次 )

3

5

20

22

18

15

数据分组后,一个小

组的组中值是指这个小组

的两个端点的数的平均数

例如,刂、组 1≤=<21的

组中值为
1考丝
=11·

根据上面的频数分布表求加权平均数时,统计中常用各组的组中值代表各

组的实际数据,把各组的频数看作相应组中值的权。例如在 1≤J<21之间的
载客量近似地看作组中值 11,组中值 11的权是它的频数 3.因此这天 5路公

共汽车平均每班的载客量是

J=

11× 3+31× 5+51× 20+71× 22斗 91× 18+111× 15
3+5+20+22+18+15

≈73(人 )。

一般的计算器都有统计功能 ,利用统计功能可以求平均数。使用计算

器的统计功能求平均数时,不同品牌的计算器的操作步骤有所不同,操作

时需要参阅计算器的使用说明书。通常需要先按动有关键 ,使计算器进入

统计状态 ;然后依次输人数据 J1,· 2,¨·,J汔 以及它们的权 /1,r2,¨·,

r泛 ;最后按动求平均数的功能键 (例如|彐键),计算器便会求出平均数歹=
r1r1+茁 2r2+⋯ +‰ r乃

ll4第二十章 数据的分析
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厂C痧D^
1.下表是校女子排球队队员的年龄分布。

求校女子排球队队员的平均年龄 (结果

取整数 ,可以使用计算器).

2.为 了绿化环境,柳荫街引进一批法国梧

桐。三年后这些树的树干的周长情况如

右图所示。计算这批法国梧桐树干的平

均周长 (结 果取整数,可 以使用计算

器). 405060708090    周长/cm
(第 2题 )

4
2
ο

8
6
4
2
ο

我们知道,当所要考察的对象很多,或者对考察对象带有破坏性时,统计

中常常通过用样本估计J总体的方法来获得对
'总
体的认识。例如,实际生活中经

常用样本的平均数来估计
`总
体的平均数。

例3 某灯泡厂为测量一批灯泡的使用寿命,从中随机抽查了5O只灯泡。
它们的使用寿命如表⒛-4所示。这批灯泡的平均使用寿命是多少?

分析:抽 出的5O只 灯泡的使用寿命组成一个样本。可以利用样本的平均

使用寿命来估计这批灯泡的平均使用寿命。

解:根据表 ?O-4,可以得出各小组的组中值,于是
800〉《5-← 1200〉《10-← 1600〉《12-← 2000)《 17-← 2400〉《6

J=
厂

¨

肓

′

埴I菖

Ⅱ

拈
\

查的方法考察

这批灯泡的平

均使用寿命合

=〓 1672,

即样本平均数为 1672。

因此 ,可 以估 计 这 批 灯 泡 的平 均 使 用 寿命 大 约 是
1672h。

表 20-4
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种菜能手李大叔种植了一批新品种黄瓜.为 了

考察这种黄瓜的生长情况,他随机抽查了部

分黄瓜藤上长出的黄瓜根数,得到右面的条

形图。请估计这个新品种黄瓜平均每株结多少

根黄瓜 (结果取整数)。
15 黄瓜根数

⒛.1.2 中位数和众数

河飙 l 表 205是某公司员工月收人的资料。
表 20-5

严:则廴
'^、
/J己   45000  18000  10oo0   5 500   5000   3400   3oo0   1000

人数   1   1   1∷  .3) 6   1   11   1

(1)计算这个公司员工月收入的平均数 ;

(2)若用 (l)算得的平均数反映公司全体员工月收入水平 ,你认为合
适吗 ?

这个公司员工月收人的平均数为 6276。 但在 25名 员工中,仅有 3名员工

的收人在 6276元以上 ,而另外 22名员工的收人都在 6276元以下。因此 ,用

月收人的平均数反映所有员工的月收人水平 ,不太合适。利用中位数可以更好
地反映这组数据的集中趋势。

将一组数据按照由小到大 (或由大到小)的顺序排列 ,如果数据的个数是
奇数 ,则称处于中间位置的数为这组数据的中位数 (me山⒛);女口果数据的个

数是偶数 ,则称中间两个数据的平均数为这组数据的中位数。

利用中位数分析数据可以获得一些信息。例如 ,上述问题中将公司 25名

员工月收人数据由小到大排列 ,得到的中位数为 3400,这说明除去月收入为
3400元的员工 ,一半员工收入高于 3400元 ,另一半员工收人低于 3们O元。

思考

上述问题中公司员工月收入的平均数为什么会比中位数高得多呢?

撇
⒛
5
⒛

5
0
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例4 在一次男子马拉松长跑比赛中,抽得 12名选手所用的时间 (单位 :
miω 虫口下 :

136    140    129    180    124    154

146    145    158    175    165    148

(1)样本数据 (12名选手的成绩)的中位数是多少 ?
(2)一名选手的成绩是 142min,他的成绩如何 ?

解 :(1)先将样本数据按照由小到大的顺序排列 :

124    129    136    140    145    146

148    154    158    165    175    18O

这组数据的中位数为处于中间的两个数 146,148的平均数 ,即

1准鱼讠争三兰旦〓=147。
因此样本数据的中位数是 147。

(2)根据 (D中得到的样本数据的中位数 ,
可以估计,在这次马拉松比赛中,大约有一半选

手的成绩快于147min,有 一半选手的成绩慢于
147而 n。 这名选手的成绩是 142min,快于中位

数 147min,可 以推测他的成绩比一半以上选手

的成绩好。

根据例 4中的

样本数据 ,你还有

其他方法评价 (2)

中这名选手在这次

比赛中的表现吗?

下面的条形图描述了某车间工人日加工零件数的情况.

345678日 加工零件数

请找出这些工人日加工零件数的中位数,并说明这个中位数的意义。

嫩
ω

8
6
4
2
0
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一组数据中出现次数最多的数据称为这组数据的众数 (modΘ。

当一组数据有较多的重复数据时,众数往往能更好地反映其集中趋势.例如 ,

问题 2中公司员工月收入的众数为 3OO0,这说明公司中月收入 3OO0元的员工

人数最多。如果应聘公司的普通员工一职,这个众数能提供更为有用的信息.

例 5 一家鞋店在一段时间内销售了某种女鞋30双 ,各种尺码鞋的销售量
如表 20乇 所示.你能根据表中的数据为这家鞋店提供进货建议吗?

尺码/cm

销售量/双

分析:一般来讲,鞋店比较关心哪种尺码的鞋销售量最大,也就是关心卖
出的鞋的尺码组成的一组数据的众数.一段时间内卖出的 30双女鞋的尺码组

成一个样本数据,通过分析样本数据可以找出样本数据的众数。进而可以估计
这家鞋店销售哪种尺码的鞋最多。

解:由表 206可以看出,在鞋的尺码组成的    分析表中的数据,
数据中,23.5是这组数据的众数,即 23.5cm的   你还能为鞋店进货提
鞋销售量最大。因此可以建议鞋店多进 23.5cm  户哪些建议?

的鞋.

⒛

 
1

⒋
 
3

⒛

 
7

0
_
6
 
"
 

·b

2表
 
5⒉
 
2

嫩
⑷86

4
2
0

30%

(第 1题 )

15  16  17  18  年龄/岁

(第 2题 )

2.某校男子足球队的年龄分布如上面的条形图所示。请找出这些队员年龄的平均

数、众数、中位数,并解释它们的意义.

1.下 面的扇形图描述了某种运动服的 s号 ,M号 ,L号 ,XL号 ,XXL号在一家
商场的销售情况.请你为这家商场提出进货建议 .
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平均数、中位数和众数都可以反映一组数据的集中趋势,它们各有自己的

特点,能够从不同的角度提供信息。在实际应用中,需要分析具体问题的情

况,选择适当的量反映数据的集中趋势。

例 6 某商场服装部为了调动营业员的积极性,决定实行目标管理,根据
目标完成的情况对营业员进行适当的奖励。为了确定一个适当的月销售目标 ,

商场服装部统计了每个营业员在某月的销售额 (单位:万元),数据如下 :

17  18  16  13  2吐   15  28  26  18  19

22 17 16 19 32 3O 16 14 15 26       
刀角定   适当的月 

∷

15 32 23 17 15 15 28 28 16 19    
销售目标是一个关键问 ∷

(1)月 销售额在哪个值的人数最多?中间的   题 如果目标定得太高,∶
月销售额是多少?平均月销售额是多少?       多数营业员完不成任 =

(2)如果想确定一个较高的销售 目标 ,你认   务,刽吏营业员失去信 :
J心 ;如 果目标定得太

为月销售额定为多少合适?说明理由。
(3)如果想让一半左右的营业员都能达到销   售。「

能发挥营业员的

∵

售 目标 ,你认为月销售额定为多少合适?说 明
理由。

分析 :商场服装部统计的每个营业员在某月的销售额组成一个样本 ,通过

分析样本数据的平均数、中位数、众数来估计总体的情况 ,从而解决问题。

解 :整理上面的数据得到表 2O呷 和图 ⒛。1△。

用图表整理和描述

样本数据,有助于我们

分析数据解决问题.

表 20-9

1314151617181922⒛ 2426⒛ 3032 销售额/万元
图 20,⒈ 1
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(1)从表 20彳 或图⒛,11可以看出,样本数据的众数是 15,中位数是
18,利用计算器求得这组数据的平均数约是 20。 可以推测,这个服装部营业员

的月销售额为 15万元的人数最多,中间的月销售额是 18万元,平均月销售额

大约是⒛万元。

(2)如果想确定一个较高的销售目标,这个目标可以定为每月 ⒛ 万元
(平均数 )。 因为从样本数据看,在平均数、中位数和众数中,平均数最大。可

以估计,月 销售额定为每月 2O万元是一个较高目标,大约会有:的营业员获

得奖励。

(3)如果想让一半左右的营业员能够达到销售目标,月 销售额可以定为每

月 18万元 (中位数 )。 因为从样本情况看,月 销售额在 18万元以上 (含 18万

元)的有 16人 ,占总人数的一半左右。可以估计,如果月销售额定为 18万

元,将有一半左右的营业员获得奖励.

归纳

平均数、中位数、众数都刻画了数据的集

中趋势,但它们各有特点。

平均数的计算要用到所有的数据,它 能够

充分利用数据提供的信息,因 此在现实生活中

较为常用。但它受极端值 (一组数据中与其余

数据差异很大的数据)的影响较大。

当一组数据中某些数据多次重复出现时,

众数往往是人们关心的一个量,众数不易受极

端值的影响,

中位数只需要很少的计算,它 也不易受极

端值的影响。

你知道在体操

比赛评分时,为什
么要去掉一个最高

分和 一 个 最低 分

吗 ?
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下面是某校八年级 (2)班 两组女生的体重 (单位 :k⒄ :

第 1组     35     36    38    40    42    42     75

第 2组    35    36    38    40    42    42    45

(1)分别求这两组数据的平均数、众数、中位数 ,并解释它们的实际意义 (结果

取整数 );

(2)比较这两组数据的平均数、众数、中位数 ,谈谈你对它们的认识。

复习巩固

1.某公司有 15名员工,他们所在部门及相应每人所创年利润如下表所示。

这个公司平均每人所创年利润是多少?

在一次中学生田径运动会上,参加男子跳高的

成绩/m  1.50   1.60   1.65

人数    2    3    2

分别计算这些运动员成绩的平均数、中位数、

为了检查一批零件的质量,从 中随机抽取 10

如下 :

22.36    22.35    22.33

22.34    22,38    22.36

根据以上数据 ,估计这批零件的平均长度。

每人所创年利润/万元

15名 运动员的成绩如下表所示,

1,70      1.75      1,80

3         4         1

众数 (结 果保 留小数饣点后 两位 ).

件,测得它们的长度 (单位:mm)

22.35    22.37

22.32    22,35

部 门

A

B

人数

1 10

3
 
 
 
7

C
 
D
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4.在一次青年歌手演唱比赛中,评分办法采用 10位评委现场打分,每位选手的最后

得分为去掉最低分、最高分后的平均数.已知 10位评委给某位歌手的打分是 :

9,5 9.5 9.3 9.8 9,4 8.8 9,6 9.5 9,2 9.6

求这位歌手的最后得分 .

综合运用

5.某商场招聘员工一名,现有甲、乙、丙三人竞聘,通过计算机、语言和商品知识

三项测试,他们各自成绩 (百分制)如下表所示。

应试者   计算机   语言   商品知识

甲          70          50          80

乙          90          75          45

丙          50          60          85

(1)若商场需要招聘负责将商品拆装上架的人员,对计算机、语言和商品知识分

别赋权 2,3,5,计 算三名应试者的平均成绩.从成绩看,应该录取谁?
(2)若商场需要招聘电脑收银员,计 算机、语言、商品知识成绩分别占 50%,

30%,⒛%,计算三名应试者的平均成绩。从成绩看,应该录取谁?
6.某地某个月中午 12时的气温 (单位 :℃)如下 :

22  31  25  13  18  23  13  28  30  22

20  20  27  17  28  21  14  14  22  12

18  21  29  15  16  14  31  24  26  29

(1)求这个月中午 12时的平均气温 (结果取整数);
(2)请以 4为组距对数据分组,作 出频数分布表,根据频数分布表计算这个月中

午 12时的平均气温,与 (1)中 的结果比较 ,你有什么发现,谈谈你的看法。

7,为 了提高农民收入,村干部带领村民自愿投资办起了一个养鸡场,办场时买来的
1000只 小鸡,经过一段时间精心饲养,可以出售了.下表是这些鸡出售时质量的

统计数据 ,

质量/kg   1.0    1.2    1,5    1.8    2

步页缕廴         112        226        323         241         98

(1)出 售时这些鸡的平均质量是多少 (结果保留小数
`点
后一位)?

(2)质量在哪个值的鸡最多?
(3)中 间的质量是多少?
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8.下图是交警在一个路口统计的某个时段来往车辆的车速情况,

车辆数

10

8

6

4

2

0

应用你所学的统计知识,写一份简短的报告让交警知道这个时段路口来往车辆的

车速情况。

拓广探萦

9.下表是某班学生右眼视力的检查结果。

视 力  4,0 4.1 4.2 4,3 座.4

人数 12543

4,6 4.7 4.8 4,9 5.0

1   1   5   9   6

分析上表中的数据 ,你能得出哪些结论 ?

10.查找资料 ,了 解地球年平均气温的计算方法.收集近些年的年平均气温,用适当

的图表整理、描述这些数据,看看你能得到哪些信 J息 .

50  51   52  53  54

(第 8题 )

55 车速/(km
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⒛。2数据的波动程度

在统计学中,除了平均数、中位数、众数这类刻画数据集中趋势的量以

外,还有一类刻画数据波动 (离散)程度的量,其中最重要的就是方差。本节
我们将在实际问题情境中,了解方差的统计意义并运用方差解决问题。

我们来看引言中的问题。

问题 农科院计划为某地选择合适的甜玉米种子。选择种子时,甜玉米的
产量和产量的稳定性是农科院所关心的问题。为了解甲、乙两种甜玉米种子的

相关情况,农科院各用 10块 自然条件相同的试验田进行试验,得到各试验田

每公顷的产量 (单位:O女口表⒛司所示。

根据这些数据估计 ,农科院应该选择哪种甜玉米种子呢?
上面两组数据的平均数分别是

￡甲̂
彡
7· 54,=乙灸彡7· 52,

说明在试验田中,甲 、乙两种甜玉米的平均产量    由样本平均数估计

相差不大。由此可以估计出这个地区种植这两种甜   总体平均数.

玉米 ,它们的平均产量相差不大。         ¨∷  ⋯  ¨

为了直观地看出甲、乙两种甜玉米产量的情况 ,我们把这两组数据画成下

面的图 ⒛。⒉1和图 ⒛。⒉2。

图 20,⒉1 甲种甜玉米的产量

2     4     6     8    10    12 数据序号

图 ⒛.2叼  乙种甜玉米的产量

表 20-8
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比较上面的两幅图可以看出,甲种甜玉米在各试验田的产量波动较大,乙

种甜玉米在各试验田的产量较集中地分布在平均产量附近.从图中看出的结果

能否用一个量来刻画呢?

为了刻画一组数据波动的大小,可以采用很多方法。统计中常采用下面的
做法:设有″个数据J1,J2,···,r″ ,各数据与它们的平均数Ι的差的平方
分别是 (J]—Ι)2,(r2—Ι)2,⋯·,C~r刀 ^Ι )2’ 我们用这些值的平均数,即用

s2=⊥ E(J1~歹 )2+(r2一 歹 )2+⋯ ·+(J″ 一 歹 )2彐
,z

来衡量这组数据波动的大小,并把它叫做这组数据的方蕞 (Ⅶ五al△cΘ ,记作 s2。

从上面计算方差的式子可以看出:当数据分布比较分散 (即数据在平均数

附近波动较大)时 ,各个数据与平均数的差的平方和较大,方差就较大;当数
据分布比较集中时,各个数据与平均数的差的平方和较小,方差就较小。反过
来也成立,这样就可以用方差刻画数据的波动程度,即 :方差越大‘弊牖壬i莜
动越大;岁差越小 数据的波动越小,

下面我们利用方差来分析甲、乙两种甜玉米的波动程度.

两组数据的方差分别是
(7.65-7.54)2+(7.50-7.5潍 )2+¨·+(7。 41-7.54)2

s铮 =

s乞 =

10

(7.55-7.52)2+(7.56-7.52)2+¨ ·+(7。 49-7.52)2

^彡
0.01,

^吕
0.0O2.

10

显然 s卸 >s乞 ,即 甲种甜玉米的波动较大,这与我们从图 ⒛。~91和 图
20.2乇 看到的结果一致。

由此可知,在试验田中,乙种甜玉米的产量比较稳定。正如用样本的平均
数估计`总体的平均数一样,也可以用样本的方差来估计`总体的方差。因此可以
推测,在这个地区种植乙种甜玉米的产量比甲种的稳定。综合考虑甲、乙两个
品种的平均产量和产量的稳定性,可以推测这个地区比较适合种植乙种甜玉米。

柘刂鐾 在一次芭蕾舞比赛中,甲 、乙两个芭蕾舞团都表演了舞剧 《天鹅
湖》,参加表演的女演员的身高 (单位:cm)如表 209所示 .

表 20-9

甲   : 163   164   16诬    165   165   166   166   167

ZL    163   165   165   166   166   167   168   168

哪个芭蕾舞团女演员的身高更整齐?
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厂⑾
1.用条形图表示下列各组数据 ,

样刻画数据的波动程度的 :

(1)6666666

(2)5 5 6 6 6 7 7

(3)3346899

(4)3336999

2.如图是甲、乙两射击运动员的 10

次射击训练成绩的折线统计图。观

察图形,甲 、乙这 10次射击成绩

的方差 s卸 ,s乞 哪个大?

8

16⒊+165× 2+166× 2+167+168× 2

(163-165)2+(164-165)2+⋯ ·+(167-165)2
8

(163-166)2+(165— 166)2+⋯ ·+(168-166)2

解:甲 、乙两团演员的身高平均数分别是

163+164× 2+165× 2+166× 2+167
J甲

J乙

=165,

==166。

方差分别是

s铮 = =1.5,

=2.5。
2
乙

由 s铮 <s乞

8

可知 ,甲芭蕾舞团女演员的身高更整齐。

使用计算器的统计功能可以求方差。使用计算器的统计功能求方差时 ,

不同品牌的计算器的操作步骤有所不同,操作时需要参阅计算器的使用说明

书。通常需要先按动有关键,使计算器进人统计状态;然后依次输人数据

￡1,J2,¨·,J〃 ;最后按动求方差的功能键 (例如团 键),计算器便会求

出方差 s2=⊥ E(J1~=)2+(￡ 2—=)2+⋯
+(J″—

=)2彐
的值.

彳

计算并比较它们的平均数和方差,体会方差是怎

1
ο

9
8
7
6
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例 2 某快餐公司的香辣鸡腿很受消费者欢迎。现有甲、乙两家农副产品
加工厂到快餐公司推销鸡腿,两家鸡腿的价格相同,品质相近。快餐公司决定

通过检查鸡腿的质量来确定选购哪家的鸡腿。检查人员从两家的鸡腿中各随机

抽取 15个 ,记录它们的质量 (单位:⒆ 女口表 ⒛-10所示。根据表中数据,你

认为快餐公司应该选购哪家加工厂的鸡腿?

解:检查人员从甲、乙两家农副产品加工厂各随机抽取的 15个鸡腿分别

组成一个样本,样本数据的平均数分别是
74-卜 74-卜  ···+72-← 73

ε 甲 =

J乙 =

样本数据的方差分别是

75+73+·⋯+71+75

(74-75)2+(74-75)2+¨·+(72-75)2+(73-75)2
15

15 ^彡
75,

^彡
75。

15

s卸 =

s乞 =

^ˇ
3,

(75— 75)2+(73-75)2+⋯ +(71-75)2+(75— 75)2≈
:。

15

由万甲≈
=乙
可知,两家加工厂的鸡腿质量大致相等;由 s铮 <s乞可知,甲

加工厂的鸡腿质量更稳定,大小更均匀。因此,快餐公司应该选购甲加工厂生

产的鸡腿。

表 2I,-10

'(lII:::I::IIl)

某跳远队准备从甲、乙两名运动员中选取成绩稳定的
=名
参加比赛。下表是这两名

运动员 10次测验成绩 (单位 :m)。                ,

你认为应该选择哪名运动员参赛?为什么?
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复习巩固

1.甲 、乙两台机床同时生产一种零件。在 10天中,两 台机床每天出次品的数量如

下表,

甲 01022o3124

乙 2311o211o1

(1)分别计算两组数据的平均数和方差 ;
(2)从计算的结果看,在 10天中,哪台机床出次品的平均数较小?哪台机床出次

品的波动较小?

2.甲 、乙两台包装机同时包装糖果,从 中各抽出 10袋 ,测得它们的实际质量 (单

位:g)如下表 .

甲    501   506   5o8   508   497   508   5o6   508   507   499

乙    505   507   505   498   505   5o6   5o5   505   506   506

(1)分别计算两组数据的平均数和方差 ;

(2)哪 台包装机包装的 10袋糖果的质量比较稳定?

综合运用

3.为 了考察甲、乙两种小麦的长势,分别从中随机抽取 10株麦苗,测得苗高 (单

位 :cm)如下表 .

甲    12    13    14    15

乙    11    16    17    14

(1)分别计算两种小麦的平均苗高 ;
(2)哪种小麦的长势比较整齐?

4.在体操比赛中,往往在所有裁判给出的分数 中,去掉一个最高分和一个最低分 ,

然后计算余下分数的平均分.6个 B组裁判员对某一运动员的打分数据 (动作完成

分)为 :9.4,8.9,8.8,8.9,8,6,8.7。
(1)如果不去掉最高分和最低分 ,这组数据的平均数和方差分别是多少 (结果保

留小数 j点后两位)?

(2)如果去掉一个最高分和一个最低分 ,平均数和方差又分别是多少 (结果保留

小数点后两位 )?

(3)你认为哪种统计平均分的方法更合理 ?
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拓广探索

5.全班同学分成几个小组完成下面的活动 :

(1)收集全班同学每个家庭在某个月的用水量 ;

(2)将本组同学每个家庭在这个月的用水量作为样本数据,计算样本数据的平均

数和方差,并根据样本数据的结论估计全班同学家庭用水量的情况 ;
(3)与 其他小组进行交流,谈谈你对平均数、方差以及用样本估计总体的认识.

阅读与思考

数据波动程度的几种度量

我们知道,方差是度量数据波动程度的量。此外,统计中还常用极差、平均差、标准

差等来度量数据的波动程度。

一组数据中最大值与最小值的差称为这组数据的极差.在反映数据波动程度的各种量

中,极差是最简单、最便于计算的一个量。但是它仅仅反映了数据的波动范围,没有提供

数据波动的其他信息,且受极端值的影响较大。

为了更好地刻画数据的波动程度,可 以考虑每一个数据与其平均数的
“
距离
”。一个

自然的想法就是计算每一个数据与其平均数的差的平均数,即

(跖 1一歹)+(J2一歹)+⋯ ·+(￡、—Ξ)
9a

想一想,这种做法可行吗?存在什么问题?

上面的做法不可行.因为不论这组数据是什么具体数值 ,总有

上 式 =品
1+ε 2+⋯ +J彳 一 彳 Ξ

=￡
l+ε 2+⋯ +∞ ″ ~歹

=歹
~歹
=0,

彳                m

所以它不能反映数据的波动程度.

修正上面缺点的一种做法是考虑每个数据与其平均数的差的绝对值的平均数,即

J1一 歹 |+J2一 万 |+⋯
·
+|￡ m一 歹 |

刀

这个式子可以用来度量数据的波动程度,我们把它叫做这组数据的平均差。

另一种做法是用方差

'=扛
㈤勾2+ω2刁 +···+匕钥凵
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来度量数据的波动程度。

此外,人们还引入了标准差的概念。标准差是方差的算术平方根,即

F√

标准差的单位与原始数据的单位相同,实际中也常用它度量数据的波动程度,

请同学们利用上面的几种度量数据波动程度的量解决下面的问题。

一个家具厂有甲、乙两个木料货源。下面是家具厂向两个货源订货后等待交货天数的

样本数据 :

分别计算样本数据的平均数、极差、平均差、方差和标准差。根据这些计算结果 ,

看家具厂从哪个货源进货比较好?为什么?
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⒛.3课题学习 体质健康测试中的数据分析

请同学们分组合作完成下面的调查活动。

收集近两年你校七年级部分学生的 《体质健康

标准登记表》,分析登记表中的数据,对你校七年

级学生的体质健康情况进行评定,提出增强学生体

质健康的建议。

下面提供一个调查样例供同学们活动时参考。

某学校七年级有 4个班,共 180人 ,其中男生 85人 ,女生 95人 .

表⒛ 11是用来记录学生体质健康测试结果的登记表。

表 2011 中学生体质健康登记表

身高标准体重 (10)

选
测

一
项

⌒
⒛
ˇ

跳绳

排球垫球

1.括号中的数字为单项测试的满分成绩 ;

2.各单项成绩之和为最后得分 ;

3.最后得分 90分及以上为优秀,75~89分为良好 ,60~74分为及格、59分及以

下为不及格 .

肺活量体重指数 (⒛ )

选
测

一
项

⌒
⒛

ˇ

1000米跑 (男 )

800米跑 (女 )

坐位体前屈
篮球运球

足球运球

选
测

一
项

⌒
⒛
ˇ

握力体重指数

引体向上 (男 )

仰卧起坐 (女 )
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一、收集数据

1.确定样本

从全校七年级的各班分别抽取 5名男生和 5名女生 ,组成一个容量为 仞

的样本。

2.确 定抽取样本的方法

按照各班的学号 ,分别在每个班抽取学号排在最前面的 5名男生和 5名

女生。

二、整理数据

整理体质健康登记表中的各项数据。

例如9计算每个个体的最后得分 ,按评分标准整理样本数据,得到表 ⒛ 12。

三、描述数据

根据整理的各种表格,画出条形图、扇形图、折线图、直方图等,使得数
据分布的信J息更清楚地显现出来。

例如,根据表⒛-12,可以画出条形图 (图 ⒛。⒊D和扇形图 (图 2O.⒊纷。

不及格  及格  良好

图 20.31

数

⒛
 
b
 

⒛
 
5
 
o

人

男乏20-12

不及格
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四、分析数据

根据原始数据或上面的各种统计图表,计算各组数据的平均数、中位数、

众数、方差等,通过分析图表和计算结果得出结论。

例如,根据表 2012、 图⒛。31、 图 20.32可知,样本的体质健康成绩

达到良好的最多,有 17人 ,良好及以上的有 29人 ,约 占统计人数的 70%左

右。由此可以估计全校七年级学生的体质健康成绩有类似的结果.

五、撰写调查报告

六、交流

写出活动总结 ,向全班同学介绍本小组的调查过程 ,展示调查结果 ,交流

通过数据处理寻找规律、得出结论的感受。

题   目 全校七年级学生体质健康情况的调查

样  本 七年级各班部分学生 样本容量 40

数据来源 学生体质健康登记表

数

据

处

理

过

程

主要项 目 整理、描述数据 分析数据得出结论

身  高

体  重

1000米跑

800米跑

仰卧起坐

总  结

主要建议

参加成员

教师意见

各  注
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数 学 活 动

请同学们合作完成下面的活动 :

1.全班同学一起讨论,提出5个问题对全班同学进行调查。例如,全

班同学的平均身高是多少?全班同学的平均体重是多少?等等。
2.全班同学分成五个小组,每个小组选择一个问题进行调查,并将

调查过程和结果向全班介绍和展示。

3.将各组的结果汇总到一起,得到全班同学的一个
“
平均情况

”,找

出一个最能代表全班
“
平均情况

”的同学。

请全班同学分成几个小组,合作完成下面的活动 :

1.每个小组分别测量本组同学的每分脉搏次数,得到几组数据。

2.求 出本组数据的平均数、中位数、众数、方差等。

3.与其他小组进行交流,估计一颗
“正常
”心脏的每分跳动次数。

4.查找资料,看看一颗
“正常
”心脏的每分跳动次数,与你们的调

查结果进行对照,谈谈你们对用样本估计总体的感受。
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'J、

-、 本章知识结构图

结

二、回顾与思考

在生产和生活中,为 了解总体的情况,我们经常从总体中抽取样本,通过

对样本数据的处理,获得一些结论,然后再利用这些结论对总体进行估计。这

就是用样本估计总体,它是统计的基本思想。

在整理、描述和分析样本数据时,我们可以通过绘制图表,如条形图、折

线图、扇形图和直方图等获得一些信息.还可以通过计算反映数据某方面特征

的量获得更多的信息,如利用平均数、中位数和众数,刻 画数据的集中趋势 ;

利用方差刻画数据的波动程度。

平均数、中位数和众数从不同侧面反映了一组数据的集中趋势。因此,用

它们刻画数据时,要根据统计调查的目的和具体问题的特点进行选择。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.举例说明平均数、中位数、众数的意义。

2.算术平均数与加权平均数有什么联系和区别?举例说明加权平均数中
“
权
”
的意义。

3.举例说明怎样用方差刻画数据的波动程度。

4.举例说明刻画数据特征的量在决策中的作用。

5.搜集关于
“
统计学
”
方面的资料 (如学科发展史、思想方法、人物等),

从某个角度谈谈你对统计的认识。
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复习巩固

1.某水库为了解某种鱼的生长情况,从水库中捕捞了zO条这种鱼,称得它们的质量
(单位:kg)如下 :

1.15  1.0碴   1.11  1.07  1。 10  1.32  1.25  1.19  1.15  1.21

1.18  1.14  1。 09  1.25  1.21  1.29  1.16  1.24  1.12  1.16

计算样本平均数 (结果保留小数点后两位),并根据计算结果估计水庠中这种鱼

的平均质量。

2.在一次智力抢答比赛中,四个小组回答正确的情况如下图。

第1组  第2组  第3组  第4组  小组
(第 2题 )

这四个小组平均正确回答多少道题 目 (结果取整数)?

为了解某一路 口的汽车流量 ,调查了 10天中同一时段通过该路 口的汽车数量 (单

位 :辆),结果如下 :

183  209  195  178  204  215  191  208

在该时段中,平均约有多少辆汽车通过这个路口?

一家公司14名 员工的月薪 (单位:元)是 :

8000    6000    2550    1 700    2550

2550    5100    2500    4400    25000

(1)计算这组数据的平均数、中位数和众数 ;

(2)解释本题中平均数、中位数和众数的意义。

某年 A,B两座城市四季的平均气温 (单位 :℃ )如下表,

167  197

4.

春     夏     秋
—̄4        19         9

16         30         24

4599    4200

12400   2500

夂

-10

11

回答正确的题目数
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(1)分别计算 A,B两座城市的年平均气温 (结果取整数);
(2)哪座城市四季的平均气温较为接近?

综合运用

6.下表是两种股票一周内的交易日收盘价格 (单位:元 /股 ),

星期一   星期二   星期三   星期四   星期五

A股票   11,62   11,51   11.39   11.94   11.17

B股票   13.53   1座 .07   13.49   13,84   ]4.80

计算它们的平均数和方差 (结果保留小数点后两位),比较这两种股票在这段时

间内的涨跌变化情况.

7。 甲、乙两门大炮在相同条件下向同一目标各发射 50发炮弹,炮弹落`点情况如下表 ,

炮弹落‘点与目标的距离/m   4o   30   ⒛   10   0

甲炮发射的炮弹个数      0   1   3   7   39

乙炮发射的炮弹个数      1   3   2   3   41

(1)分别计算两门大炮所发射的炮弹落`点与目标的距离的平均数 ;

(2)哪 门大炮射击的准确性好?

拓广探索

8.为 了促进学生参加体育锻炼,学校决定购买一批运动鞋供学生选购,请设计一个

样本容量为 30的调查方案进行调查,并计算样本的平均数、众数、中位数 ,为 学

校购买运动鞋提出建议。

9.统计全班同学上学所用时间,对所得数据进行整理、描述和分析,看看你能得出

哪些结论 .
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中文

二次根式

代数式

最简二次根式

勾股定理

平行四边形

矩形

菱形

正方形

变量

常量

自变量

函数

解析式

图象

正比例函数

一次函数

权

加权平均数

中位数

众数

方差

英文

quadratic radical

algebraic expressiOn

simplest quadratic radical

Pythagoras theorem

parallel⊙gram

rectangle

rhombus

square

variable

cOnstant

independent variable

functiOn

analytic expressi○ n

graph

proportional￡unctiOn

hnear funcitOn

weight

weighted average

median

mOde

variance

马

勋
2
吐

9
⒛

狃
〓
"
睨

Ⅱ
Ⅱ
"
"
Ⅱ

"
"
⒇

Ⅱ
Ⅱ
“
Ⅲ
钙
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