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本册导引

亲爱的同学,祝贺你升入九年级。

你将要学习的这本书是我们根据 《义务教育数学课程标准 (⒛ 11年版)》

编写的教科书,这是你在七~九年级要学习的六册数学教科书中的第五册。

你已经掌握了用一元一次方程解决实际问题的方法。在解决某些实际问题

时还会遇到一种新方程———元二次方程。怎样解这种方程,并运用这种方程

解决一些实际问题呢?学 了
“一元二次方程

”
一章,你就会获得答案。

函数是描述变化的一种数学工具,前面你已经学习了一次函数。在
“二次

函数
”

一章,你将认识函数家庭的另一个重要成员——二次函数,学 习它的图

象和性质,利 用它来表示某些问题中的数量关系,解决一些实际问题,进一步

提高对函数的认识和应用能力。

你已经认识了平移、轴对称等图形的变化,探索了它们的性质,并运用它

们进行图案设计。本书中图形的变化又增添了一名新成员——旋转。学了
“
旋

转
”
一章,你就可以综合运用平移、轴对称、旋转进行图案设计了,你设计出

的图案会更加丰富多彩。

圆是一种常见的图形。在
“
圆
”
这一章,你将进一步认识圆,探索它的性

质,并用这些知识解决一些实际问题。通过这一章的学习,你解决图形问题的

能力将会进一步提高。

将一枚硬币抛掷一次,可 能出现正面也可能出现反面,出 现正面的可能性

大还是出现反面的可能性大呢?学 了
“
概率初步

”
一章,你就能更好地认识这

个问题了。掌握了概率的初步知识,你还会解决更多的实际问题。

数学伴着我们成长、数学伴着我们进步、数学伴着我们成功,让我们一起

随着这本书,畅游神奇、美妙的数学世界吧 !

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



目

第二十一章 一元二次方程

21.1 一元二次方程

21.2 解一元二次方程

阅读与思考 黄金分割数

21.3 实际问题与一元二次方程

数 学活动

小结

复 习题 21

第二十二章 二次函数

22.1 二次函数的图象和性质

22.2 二次函数与一元二次方程

信息技术应用 探索二次函数的性质

22.3 实际问题与二次函数

阅读与思考 推测滑行距离与滑行时间的关系

数学活动

小结

复习题 22

2

5

18

19

23

24

25

⒛

焖

胡

碉

ν

M
"
∞

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



第二十三章 旋转

23.1 图形的旋转

23.2 中心对称

信
`憝
技术应用 探索旋转的性质

23.3 课题 学习 图案设计

阅读与思考 旋转对称

数学活动

小结

复习题 23

第二十四章 圆

⒛.1 圆的有关性质

⒛。2 点和圆、直线和圆的位置关 系

实验与探究 圆和圆的位置关系

24.3 正多边形和 圆

阅读与思考 圆周率π

24.4 弧长和扇形面积

实验与探究 设计跑道

数学活动

小结

复习题 24

59

64

71

72

73

74

75

76

79

92

103

105

109

111

ll7

ll8

121

122

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



第二十五章 概率初步

25.1 随机事件与概率
25.2 用列举法求概率

阅读与思考 概率与中奖

25.3 用频率估计概率

实验与探究 π的估计

数学活动

小结

复习题 25

部分中英文词汇索引

127

136

141

142

149

150

151

152

154

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



第二十一章 一元二次方程

在设计人体雕像时,使雕像的上部 (腰 以上 )

与下部 (腰 以下)的 高度 比,等 于下部与全部
(全身)的 高度比,可以增加视觉羡感。按此比例 ,

如果雕像的高为 2m,那 么它的下部应设计为

多高?

如图,雕像的上部高度 AC与 下部高度 BC应
有如下关系:

AC:BC=BC:2, 即 BC2=2AC。

设雕像下部高Jm,可 得方程 J2=2(2— J),

整理得

J2+2J— 4=0。

这个方程与我们学过的一元一次方程不同,、

其中未知数 J的 最高次数是 2。 如何解这类方程?

如何用这类方程解决一些实际问题?这就是本章

要学习的主要内容。

2=x

C

艿饵势 4〓o

B
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21.1一元二次方程

方程

中有一个未知数 J,

面的问题。

J2+h—4=0            ①

J的最高次数是 2.像这样的方程有广泛的应用,请看下

问题 l 如图 21。 ⒈1,有一块矩形铁皮,长  艿

1OO cm,宽 50cm,在它的四角各切去一个同样的

正方形,然后将四周突出部分折起,就能制作一

个无盖方盒。如果要制作的无盖方盒的底面积为

36OO cm2,那么铁皮各角应切去多大的正方形?

设切去的正方形 的边长为 r cm,则盒底 的长为 (100-2J)cm,宽为

(50-2J)cm。 根据方盒的底面积为3600cm2,得
(100-2J× 50-2J)=3600。

整理,得
4J2-300J+1400=0。

化简,得

J2-75茁 +350=O。      ②

由方程②可以得出所切正方形的具体尺寸。

方程②中未知

数的个数和最高次  刂

数各是多少?

Ⅱ̈ 艹哪恤J·
··1刂 J△,."‖·∷丁‘

问题 2 要组织一次排球邀请赛,参赛的每两个队之间都要比赛一场。根

据场地和时间等条件,赛程计划安排 7天 ,每天安排 4场比赛,比赛组织者应

邀请多少个队参赛?

全部比赛的场数为 4× 7=28。

设应邀请 J个队参赛,每个队要与其他(J— D个队各赛一场,因为甲队对

乙队的比赛和乙队对甲队的比赛是同一场比赛,所以全部1彷毒共告
J(J— D场。

列方程

告
J(J-1)=2:.

2 第二十一章 一元二次方程

图 21.⒈ 1
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整理,得

:￡
2-ˉ

告
J=?:·

化简 ,~得

J2_J=56。

由方程③可以得出参赛队数。

思考

方程①②③有什么共同点?

方程③中未知  \

数的个数和最高次

数各是多少?

③

可以发现,这些方程的两边都是整式,方程中只含有一个未知数,未知数

的最高次数是 2。 同样地,方程 吐
'=9,J2+3￡

=0,3y2— 5y=7— y等也是

这样的方程。像这样,等号两边都是整式,只含有一个未知数 (一元),并且

未知数的最高次数是 2(二 次)的方程,叫 做一元二次方程 (quadratic

equation in one unknown)。

一元二次方程的一般形式是

cJ2+阮 +c=0(ε ≠0)。

其中c'是二次项 ,ε 是二次项系数;阮 是一次

项,D是一次项系数;c是常数项。

使方程左右两边相等的未知数的值就是这个

一元二次方程的解,一元二次方程的解也叫做一

元二次方程的根 (root)。

例 将方程 3J(J— D=5(J+2)化成一元二次方程的一般形式 ,并写出

其中的二次项系数、一次项系数和常数项。

解 :去括号 ,得

3￡
2-3J=5J+10,

移项 ,合并同类项 ,得一元二次方程的一般形式

3ε
2— 8J-1O=0。

其中二次项系数为 3,一次项系数为-8,常数项为 -10。

第二十一章 一元二次方程  3
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1.将下列方程化成一元二次方程的一般形式,并写出其中的二次项系数、一次项

系数和常数项 :

(1)5r2-1=4r;

(3) 4J(tr+2)=25;

(2)4J2+5￡ =81;

(4)(2∞ —2)(茁 一D=0;
(6)(3J— 2)(J+l)=ε (2茁 -1)。

(2)妇 2=81;

(4) (3J-2)(rˉ←1)=8tr-3。

2.根据下列问题,列 出关于r的方程,并将所列方程化成一元二次方程的一般形式 :

(1)4个完全相同的正方形的面积之和是 25,求正方形的边长J;

(2)一 个矩形的长比宽多 2,面积是 100,求矩形的长 J;

(3)把 长为 1的木条分成两段 ,使较短一段的长与全长的积,等 于较长一段的

长的平方,求较短一段的长 r。

复习巩固

1.将下列方程化成一元二次方程的一般形式,并写出其中的二次项系数、一次项系

数和常数项 :

(1)3J2+1=6=;

(3)跖 (J+5)=0;

(5)J(J+5)=5J-10;

2.根据下列问题列方程 ,并将所列方程化成一元二次方程的一般形式 :

(1)一个圆的面积是 2π m2,求半径 ;

(2)一个直角三角形的两条直角边相差 3cm,面积是 9cm2,求较长的直角边的长.

3.下 列哪些数是方程 J2+r— 12=0的 才艮?

—⒋ -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4.

综合运用

根据下列问题列方程,并将所列方程化成一元二次方程的一般形式 (第 4~6题 ):

4.一个矩形的长比宽多1cm,面积是 132cm2,矩形的长和宽各是多少?

5.有一根 1m长的铁丝,怎样用它围成一个面积为 0.06m2的 矩形?

6.参加一次聚会的每两人都握了一次手,所有人共握手 10次 ,有 多少人参加聚会?

拓广探索

7.如果 2是方程钌2—c=0的 一个根,那么常数 c是多少?求出这个方程的其他根。

4 第二十一章 一元二次方程
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21.2解一元二次方程

21.2.1  酉己方法

问题 l 一桶油漆可刷的面积为1500dm2,

李林用这桶油漆恰好刷完 10个 同样的正方体形状

的盒子的全部外表面,你能算出盒子的棱长吗?

设其中一个盒子的棱长为 J dm,则这个盒子

的表面积为 6J2dm2.根 据一桶油漆可刷的面积 ,

列出方程

10× 6J2=1500。

整理 ,得

￡2=〓
25。

根据平方根的意义 ,得

￡=± 5,

即

J1=5,J2=-5。

可以验证 ,5和 -5是方程①的两个根 ,因为

棱长不能是负值 ,所以盒子的棱长为 5dm。

一般地 ,对于方程

J2=p,
(1)当 p)0时 ,根据平方根的意义 ,方程 (I)

J1=_A/p,J2=A/p;
(2)当 p=0时 ,方程 (I)有两个相等的实数根￡1=J2=O;
(3)当 夕(O时 ,因 为对任意实数 J,都有J2≥0,所以方程 (I)无实

数根.

①

黝

用方程解决实际问

题时,要考虑所得结果

是否符合实际意义,

(I)

有两个不等的实数根

第二十一章 一元二次方程  5
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探 究

对照上面解方程 (I)的过程 ,你认为应怎样解方程 (· +3)2=5?

在解方程 (I)时 ,由方程 J2=25得￡=± 5。 由此想到 :由方程

(￡ +3)2=5,                 ②

得

J+3=± ^沔 ,

即

茁+3=福 ,或 ￡+3=一朽 。         ③

于是 ,方程 (△ +3)2=5的两个根为

￡1=-3+√t,J2=-3~√t.

上面的解法中,由方程②得到③ ,实质上是把一个一元二次方程
“
降次

”
,

转化为两个一元一次方程 ,这样就把方程②转化为我们会解的方程了。

∶ 解下列方程:                                :
苜  (1)2J2-8=0;      (2)9=2-5=3;    (3)(￡ +6)2-9=0;       ∶

袭

蕃  (4)3(品 一 D2-6=0;  (5)J2一 4￡ +4=5;  (6)9茁
2+5=1,         

莨

夂                                                                                谩

探究

怎样解方程J2+6J+4=0?

我们已经会解方程 (J+3)2=5。 因为它的左边是含有 J的完全平方式,右

边是非负数,所以可以直接降次解方程。那么,能否将方程
'+防

+4=O转化

为可以直接降次的形式再求解呢?

解方程 茁2+6￡ +4=0的过程可以用下面的框图表示 :

6 第二十一章 一元二次方程
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￡2+6J+4=0

ε2十
6￠ =-4

移项

两边力口9←卩(号 )2)

使左边配成 ￡2+2阮 +D2的形式

品2+6J+9=一 4+9

左边写成完全平方形

(茁 +3)2=5

降次

￡+3=±褥

￡+3=Ⅳξ,或 =+3=一褥

解一次方程

￡1=-3+ ,J2=-3—√t

可以验证,-3土污 是方程ε2+6ε +4=O的两个根。

像上面那样,通过配成完全平方形式来解一元二次方程的方法,叫做配方

法。可以看出,配方是为了降次,把一个一元二次方程转化成两个一元一次方

程来解。

例 1 解下列方程 :

(l)￡2-8￡ +1=0;    (2)2J2+1=3J;    (3)3J2-6￡ +4=0。

分析:(1)方 程的二次项系数为 1,直接运用配方法。

(2)先 把方程化成 2'-3茁 +1=o。 它的二次项系数为 2,为 了便于配方 ,

需将二次项系数化为 1,为 此方程的两边都除以 2。

(3)与 (2)类似,方程的两边都除以3后再配方。

解:(1)移项,得

J2— 8̄J=-1。

式

为什 么在方程

=2+6ε =-4的 两

边加 9?加其他数

第二十一章 一元二次方程  7
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配方 ,得

￡2-8茁 +酽 =-1+',
(J-4)2=15。

由此可得

J一 4=±洒 ,

J1=4+√t5,J2=在一汀 。

(2)移项 ,得

2J2-3ε =-1。

二次项系数化为 1,得

J2一号J=一告·
配方,得

ε2ˉ—
昙ε→

-(寻
)2〓
〓一告+(寻 )z,

(J一号)2=i:·

由此可得

J一号=±÷,

1
Jl=1, r2=万·

(3)移项,得
3J2— 6J=-4。

二次项 系数化为 1,得

4
ε2-2ε =一

丁
。

配方,得

'—
‰邓一告+`,

(=ˉ 1̄)2〓=一
告
。

因为实数的平方不会是负数,所以ε取任何实数时,(￡ 一D2都是非负

数,上式都不成立,即原方程无实数根。

8 第二十一章 一元二次方程
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一般地 ,如果一个一元二次方程通过配方转化成

(J+刀 )2=p (Ⅱ )

的形式,那么就有 :

(1)当 p>0时 ,

(2)当 p=0时 ,

(3)当 夕<0时 ,

无实数根。

方程 (Ⅱ )有两个不等的实数根

J1=^彳 ^h//p,J2=一叼+√t;
方程 (Ⅱ )有两个相等的实数根

因为对任意实数 J,都有 (J+m)2≥ 0,所以方程 (Ⅱ )

厂⑾

填空 :

(1)J2+10J+~=(J+__)2;   (2)￡ 2-12J+~=(J—
__ˉ )2;

⑶'+5J+~=G+~y; ⑷/诺r+~=0—_虍
解下列方程 :

Jr2— ￡—
子
=0;

4=2-6J-3=0;

J(J+4)=8J+12。

1
⊥

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
,
臼

(1)J2+10J+9=0;            (2)

(3)3J2+6J-4=0;           (4)

(5)J2+4r-9=2￡ -11;        (6)

21.2.2 公式法

探究

任何一个一元二次方程都可以写成一般形式

εJ2+乙J+c=0(况 ≠0)。           (Ⅲ )

能否也用配方法得出 (Ⅲ )的解呢?

我们可以根据用配方法解一元二次方程的经验来解决这个问题 ,

移项 ,得

Ωr2+阮 =— c。

二次项系数化为 1,得

第二十一章 一元二次方程  9
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ε2+纥 =~三
Ω     △

配方,得

J2+知 +(务 )2=一号+(务 )2,

即

(￡ +务 )2=丝琵哿:           ①
因为 Ω≠0,所以 牝 2>O,式

子 乙2一牝c的值有以下三种情况 :

(1) 乙2-ˉ
4ε c≥>0

这时
辔

>0,由①得

J+务 =±
华

·

方程有两个不等的实数根

一乙+√
′
32一 牝c   一乙一√

′
乙2一牝c

J1=   2Ω    ’J2=   2Ω    ·

(2) 乙2-ˉ
4εc==0

这时
竿

=0,由①可知 ,方程有两个相等的实数根

乙
J1=J2=^石 。

(3) 32-ˉ 4cc<<0

这时
乙2~4ε c<∶

0, 由① T丁 知 (￡ +务 )2<(0,而 J取任何实数都不能使

(J+务 )2(O,因此方程无实数根。

一般地 ,式子 乙2一牝c叫做一元二次方程Ω

'+阮
+c=0根的判别式 ,通

常用希腊字母
“
△
”

表示它 ,即 △=乙 2—牝 c。

归纳

由上可知 ,当 △>0时 ,方程 cJ2+阮 +c=0(Ω ≠O)有两个不等的实

数根 ;当 △=0时 ,方程 Ω￡2+缸 +c=0(ε ≠O)有两个相等的实数根 ;当

△(O时 ,方程 ΩJ2+阮 +c=0(Ω ≠0)无 实数根 ,

10 第二十一章 一元二次方程
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当△≥0时 ,方程 ε￡2+阮 +c=0(Ω ≠0)的实数根可写为

一乙±√
′
乙2-4Ωc

J=
2Ω

的形式 ,这个式子叫做一元二次方程 Ω￡2+缸 +c=0的 求根公式。求根公式表

达了用配方法解一般的一元二次方程 cJ2+阮 +c=0的结果。解一个具体的一

元二次方程时 ,把各系数直接代人求根公式 ,可 以避免配方过程而直接得出

根 ,这种解一元二次方程的方法叫做公式法。

例 2 用公式法解下列方程 :

(1)J2一 4茁 -7=0; (2)2￡ 2一
民伢J+1=o;

日
阝

(3)5￡ 2-3J=J+1;       (4)J2+17=8茁
。

解 :(D曰 =1,乙 =一吐,c=-7。

△=D2-4cc=(一 4)2一 4× 1× (-7)=44>O。

方程有两个不等的实数根

乙±√
′
乙2-4ε c

￡ =
2Ω

—(一 4)±√π
=2±/Π ,

2× 1

J1=2+√π ,J2=2_√π 。

(2)Ω =2,D=一刃2,c=1。

△=乙 2-4况c=(—″2)2一 4× 2× 1=0。

方程有两个相等的实数根

8  _″ 7 ^√2
￡1=￡2=^石=^2× 2 丁

·

(3)方程化为 5J2一 4￡ -1=0。

c=5, D==一 钆 c==-— l。

△=乙 2一
4Ωc=(一 4)2一 4× 5× (— D=36)O。

方程有两个不等的实数根

一乃±√乙2-4εc —(一 4)±/丽  4± 6
￡=  2ε   =  2× 5  =Π y’

确定 Ω,3,c的值

时,要注意它们的符号。

即

第二十一章 一元二次方程 ll
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纫=△ 旷诺。
(4)方程化为￡2-8ε +17=0。

ε=1, 乙=¨-8, c=17。

△=乙 2一铴c=(-8)2一 4× 1× 17=-4<<0。

方程无实数根。

回到本章引言中的问题 ,雕像下部高度 J(单位 :m)满 足方程

“2+2J-4=0。

用公式法解这个方程 ,得

-2±√22一吐×1× (一 4)

Ⅱ

P
日
阝

J=
2× 1

￡1=— 1+√t,￡2=-1_√t。

如果结果保留小数点后两位,那么,J1≈ 1.24,￡ 2≈ -3.24。

这两个根中,只有￡1≈ 1.24符合问题的实际意义,因此雕像下部高度应

设计为约 1.2⒋ m。

1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

解下列方程 :

(1)J2+J-6=0;

(3)3￡ 2-6宽 —2=0;

(5)=2+4品 +8=4￡ +11;

求第 21.1节 中问题 1的答案。

(2)￡ 2一梧J—÷=0;

(4)4￡ 2-6￡ =0;

(6)￡ (2J一 4)=5-8￡ 。

21.2.3 因式分解法

问题2 根据物理学规律,如果把一个物体

从地面以 10m/s的 速度竖直上抛,那么物体经

过Js离地面的高度(单位:m)为

1OJˉ一4.9J2。

12 第二十一章 一元二次方程
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根据上述规律,物体经过多少秒落回地面 (结果保留小数点后两位)?

设物体经过￡s落回地面,这时它离地面的高度为 0m,即
10J一 4.9J2=0。                ①

思考

除配方法或公式法以外,能否找到更简单的方法解方程①?

方程①的右边为 0,左边可以因式分解 ,得

J(10-4.9J)=0。

这个方程的左边         积 ,右      |
边是 0。 我们知道 ,女          ,那 么

粱 ↑帚[窄∫三量l;I帚∶气踟 {儡 茗1昼:三↑ 
么曰±1孓 躬

哪

所以

J=0,或 1O-4.9△ =O。   ②

所以,方程①的两个根是

￡l=0,J2=塄≈⒉0⒋

这两个根中,J2≈ 2.04表示物体约在 2。 α s

时落回地面,而 r1=o表示物体被上抛离开地面

的时刻,即在 0s时物体被抛出,此刻物体的高度

是 0m。

思考

解方程①时,二次方程是如何降为一次的?

可以发现,上述解法中,由①到②的过程,不是用开平方降次,而是先因

式分解,使方程化为两个一次式的乘积等于 0的形式,再使这两个一次式分别

等于 0,从而实现降次。这种解一元二次方程的方法叫做因式分解法。

第二十一章 一元二次方程 13
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/ˉ⑾

解下列方程 :

(1)=2+￡=0;

(3)3￡ 2-6J=-3;

(5)3J(2∞ +1)=4茁 +2; (6)(∞ -4)2=(5— 2J)2。

如图,把小圆形场地的半径增加 5m得到大圆形场地 ,

场地面积扩大了一倍。求小圆形场地的半径。

5J2-ˉ 2J—
T=J2_ˉ

2茁 +号。

可 以试 用 多种 方

法 解 本 例 中 的 两 个

方程。

例 3 解下列方程 :

(1)ε (J-2)+J-2=0;     (2)

解 :(1)因式分解 ,得
(J-2)(J+D=0。

于是得

￡-2=0,或 J+1=0,
J1=2,J2=-1。

(2)移项、合并同类项 ,得

4J2-ˉ 1=〓 0。

因式分解 ,得

(2￡ +D(2J— D=0。

2J+1=0,或 2J-1=O,
1
~
2

〓￡

l
_
2

_〓J

要先配方,再降次;通过配方法可以推出求根公式,公式法直

于是得

接利用求根公式解方程;因 式分解法要先将方程一边化为两个一次因式相

乘,另 一边为 0,再分别使各一次因式等于 0。 配方法、公式法适用于所

有一元二次方程,因 式分解法在解某些一元二次方程时比较简便。总之 ,

解一元二次方程的基本思路是:将二次方程化为一次方程,即 降次。

1
亠

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
,
〃

(2)茁 2—
″tJ=o;

(4)4￡ 2-121=0;

⒕ 第二十一章 一元二次方程

(第 2题 )
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*21.2.4 -元
二次方程的根与系数的关系

方程 况jr2+3J+c=0(ε ≠0)的求根公式 J=        ,不 仅表示

可以由方程的系数 伤,D,c决定根的值 ,而且反映了根与系数之间的联系。一

元二次方程根与系数之间的联系还有其他表现方式吗 ?

思考

从因式分解法可知,方程(J—J1×J-△2)=0(￡ 1,￡ 2为 已知数)的

两根为 J1和 J2,将方程化为 J2+夕J+g=0的形式,你 能看出J1,J2与

夕,g之间的关系吗?

把方程 (J—J1× J—￡2)=0的左边展开 ,化成一般形式 ,得方程

J2— (茁 1+J2)J+￡ 1￡ 2=0。

这个方程的二次项系数为 1,一次项系数 p=— (J1+J2),常数项 g=r1J2。

于是 ,上述方程两个根的和、积与系数分别有如下关系 :

J1+￡ 2=—p,J1J2=g。

思考

一般的一元二次方程 Ωr2+阮 +c=0中 ,二次项系数 曰未必是 1,它

的两个根的和、积与系数又有怎样的关系呢?

根据求根公式可知 ,

由此可得

一 乙 +√ 乙
2一

4nc    一
乙

一
√

′

D2一 铴 c

J1=   2Ω
   ’ J2=   2ε    ·

泔 砌 =  +

-ˉ 2乙    乙

2况     ε

一乙+√
′
乙2-4Ωc —D—√

′
D2一牝 c

茁lJ2=   
‰    

●
   2Ω

x本小节内容为选学内容。
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购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



4‘乙2

因此 ,方程的两个根 ￡1,J2和 系数 曰

有如下关系 :

(— D̄)2-ˉ (乙 2-ˉ吐Ωc) C

Ω

,乙 ,c

￡1+J2=一互,J1ε2=三。
ε        ε

这表明任何一个一元二次方程的根与系数的

关系为:两个根的和等于一次项系数与二次项系

数的比的相反数,两个根的积等于常数项与二次

项系数的比。

例 4 根据一元二次方程的根与系数的关系 ,

的和与积 :

把方程 粥 2+

阮 +c=0 ⑺ ≠ 0)

的两边 同除 以 夕,

能否得出该结论 ?

求下列方程两个根 J1,ε 2

(1)J2-6J-15=0;
(3)5￡ -1=4￡ 2。

(2)3￡ 2+7J-9=O;

解 :(DJ1+J2=— (-6)=6,J1J2=-15。

⑵￡1切 2=一舌,￡ 1￡2=1辶一⒊
-ˉ 5  5         1(3)方程化为 切 2-5J+1=0。 J1+J2= =T’ J1J2=T·

0
0

不解方程 ,求下列方程两个根的和与积 :

(1)￡ 2-3￡ =15;

(3)5￡ 2-1=4J2+J;
(2)3茁 2+2=1一

4茁 ;

(4)2￡ 2一茁+2=3J+1。

16 第二十一章 一元二次方程
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2.填空 :

(l)=2+6￡ +~=(J+  )2;   (2)￡ 2—
=+~=(J—   )2;

⑶ V+4￡ |~=⒇ + y;⑷
叫

￡+~艹 _虍
3.用 配方法解下列方程 :

(1) /+1o￡ +16=0;               (2) J2— ε—
号
=0;

(3)3=2+6￡ -5=0;           (4)4茁 2—￡-9=0。

4.利 用判别式判断下列方程的根的情况 :

(1)2J2-3ε 一旦=0;        (2)16J2-2幼 +9=0;

(3)￡ 2一 4^沔￡+9=o;          (4)3劣 2+10=2男 2+8∞
,

5.用公式法解下列方程 :

(1)J2+￡ -12=0;       (2)=2萜 J—÷=0;

(3)ε 2+4J+8=2J+11;        (4)￡ (=-4)=2-8J;

(5)J2+2￡ =0;           (6)∞ 2+″tJ+1o=o。

6.用 因式分解法解下列方程 :

(1)3￡ 2-12J=-12;        (2)幼 2-144=0;

(3)3=(J—D=2(茁 -1);        (4)(2J-1)2=(3— ￡)2。

艹7,求下列方程两个根的和与积 :

(1)茁 2-3J+2=10;           (2)5∝ 2+∝ -5=0;
(3)茁 2+ε =5ε +6;           (4)7￡ 2-5==+8。

综合运用

8.一个直角三角形的两条直角边相差 5cm,面积是 7cm2。 求斜边的长.

9.参加一次商品交易会的每两家公司之间都签订了一份合同,所有公司共签订了 45

份合同,共有多少家公司参加商品交易会?

10.分别用公式法和因式分解法解方程 ε2-6J+9=(5-2=)2。

11.有一根 ⒛ m长的绳,怎样用它围成一个面积为 24m2的 矩形?

拓广探素

12.一 个凸多边形共有 ⒛ 条对角线,它是几边形?是否存在有 18条对角线的多边

形?如果存在,它是几边形?如果不存在,说明得出结论的道理 ,

13.无论 夕取何值,方程 (J-3)(J-2)—p2=o总有两个不等的实数根吗?给 出答

案并说明理由。

第二十一章 一元二次方程 17
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阅读与思考

黄金分割数

本章引言中有一个关于人体雕塑的问题。要使雕像的上部 (腰 以上)与 下部 (腰 以

下)的 高度比,等于下部与全部 (全身)的 高度比,这个高度比应是多少?

把上面的问题一般化,如 图 1,在线段 z⒋B上找一个点 C,C把 ~/lB分 为 AC和 CB两

段,其中AC是较小的一段,现要使 AC:α =α3:AB。 为简单起见,设 AB=1,α =
J,则 AC=1— J。 代入AC:("=α3:AB,即 (1— ￡):J=J:1,也 即r2+J-1=0.

解方程,得 ￡=
—1±√t

根据问题的实际意义,取 J=∠
旁

旦≈0· 618,这个值就是上面问题中所求的高度比.

硼
￡
膏
旦这个数川 燃 金分割毵 如翱 舔 鳅 煳 两盼 麒 中较长罐

与整个线段自勺比是黄金分割数,月阝么较短一段与较长一段的比也是

霞

金分害刂数.

1-jx

A      C           B

图 1

五角星是常见的图案。如图 2,在 正五角星中存在黄金

分割数,可 以证明其中赘彗
=昌

诺
=暑

詈
Ⅰ

≠
.

长期以来,很 多人认为黄金分割数是一个很特别的数。

一些美术家认为:如 果人的上、下身长之比接近黄金分割

数,那 么可以增加美感.据说,一 些名画和雕塑中的人体大

都符合这个比.一位科学家曾提出:在一棵树的生长过程中,

约是黄金分割数.

优选法是一种具有广泛应用价值的数学方法,著名数学家

华罗庚曾为普及它作出重要贡献,优选法中有一种 0,618法应

用了黄金分割数,同 学们可以查阅资料,了 解0.618法 的应用,

18 第二十一章 一元二次方程

图 2

这是著名数学家华罗庚在 日本

去世前几小时做学术报告 ,讲

解优选法的照片。华先生说过 ,

他要工作到人生的最后一刻 .

他实践了自己的诺言。
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21。 3实际问题与一元二次方程

同一元一次方程、二元一次方程 (组)等一样,一元二次方程也可以作为

反映某些实际问题中数量关系的数学模型。本节继续讨论如何利用一元二次方

程解决实际问题。

探究 1

有一个人患了流感 ,经过两轮传染后共有 121个人患了流感 ,每轮传

染中平均一个人传染了几个人?

分析 :设每轮传染中平均一个人传染了 J个人。

开始有一个人患了流感 ,第一轮的传染源就是这个人 ,他传染了 ￡个人 ,

用代数式表示 ,第一轮后共有___个 人患了流感 ;第二轮传染中,这些人中

的每个人又传染了 J个人 ,用代数式表示 ,第二轮后共有___个 人患了流感。

列方程
通过对这个问 11+J+J(1+J)=121。

题的探究,你 对类
解方程 ,得

似的传播问题中的
鼋

平均一潲 丿JTI。
咖 ’翎 \ 豸

思考

如果按照这样的传染速度,经过三轮传染后共有多少个人患流感?

探究2

两年前生产 1t甲 种药品的成本是 5OO0元 ,生产 1t乙种药品的成本

是6OO0元。随着生产技术的进步,现在生产 1t甲种药品的成本是3OO0元 ,

生产 1t乙种药品的成本是3GO0元。哪种药品成本的年平均下降率较大?
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分析:容易求出,甲种药品成本的年平均下降额为 (5OO0-3OO0)÷ 2=
10OO(元 ),乙种药品成本的年平均下降额为 (6OO0-3∞0)÷ 2=1⒛O(元 )。

显然,乙种药品成本的年平均下降额较大。但是,年平均下降额 (元)不等同于

年平均下降率 (百分数)。

设甲种药品成本的年平均下降率为ε,则一年后甲种药品成本为 5OOO(1— J)

元,两年后甲种药品成本为 500O(l—r)2元 ,于是有

500O(1—￡)2=3000。

解方程 ,得

J1彡≈0.225,￡ 2彡
≈1.775。

根据问题的实际意义 ,甲 种药品成本的年平

均下降率约为 22.5%。

乙种药品成本的年平均下降率是多少?请比

较两种药品成本的年平均下降率。

思考

经过计算,你 能得出什么结论?成本下降额大的药品,它 的成本下降

率一定也大吗?应 怎样全面地比较几个对象的变化状况?

探究3

如图21.3△ ,要设计一本书的封面,封面长27om,

宽 21cm,正 中央是一个与整个封面长宽比例相同的矩

形.如果要使四周的彩色边衬所占面积是封面面积的四

分之一,上 、下边衬等宽,左、右边衬等宽,应 如何设

计四周边衬的宽度 (结果保留小数点后一位)?

图 21,31

分析:封面的长宽之比是 27:21=9:7,中 央的矩形的长宽之比也应是
9:7。 设中央的矩形的长和宽分别是 %cm和 ‰ cm,由 此得上、下边衬与

左、右边衬的宽度之比是

20 第二十一章 一元二次方程
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:;(27-ˉ
9ε ) :告 (21-— 7Ω )

=9(3—ε):7(3— c)

=9:7。

设上、下边衬的宽均为 9J cm,左、右边衬的宽均为 7J cm,则 中央的矩

形的长为 (27-18￡ )cm,宽为 (21-1妇 )cm。

要使四周的彩色边衬所占面积是封面面积的四分之一,则中央的矩形的面

积是封面面积的四分之三。于是可列出方程

(27-— 18J)(21-— 14￡ )〓=;}× 27冫《21,
整理 ,得                 J

16ε 2一 48Jˉ←9=O。               |

解方程 ,得

6±弘厅
J= 4 ·

方程的哪个根

符合 实际意义?为

什么?

上、下边衬的宽均为

思考

cm,左、右边衬的宽均为 cnn。

如果换一种设未知数的方法 ,

你试一试。

是否可以更简单地解决上面的问题?请

复习巩 固

1.解下列方程 :

(1)J2+10J+21=0;        (2)茁 2—ε-1=0;
(3)3J2+6男 -4=0;        (4)3茁 (多 +1)=3=+3;

(5)4=2-4劣 +1=茁2+6J+9;   (6)7￡ 2—
√石￡-5=o。

2.两 个相邻偶数的积是 168.求这两个偶数。

3.一个直角三角形的两条直角边的和是 14cm,面积是 24cm2。 求两条直角边的长。
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综合运用

4.某种植物的主干长出若干数 目的支干,每个支干又长出同样数 目的小分支,主

干、支干和小分支的总数是 91,每个支干长出多少小分支?

5.一个菱形两条对角线长的和是 10cm,面积是 12cm2。 求菱形的周长。

6.参加足球联赛的每两队之间都进行两场比赛,共要比赛 90场 ,共有多少个队参加

比赛? ∷

7.青山村种的水稻 ⒛10年平均每公顷产 7⒛O kg,2012年 平均每公顷产 8450kg。

求水稻每公顷产量的年平均增长率。

8.要为一幅长 29cm,宽 22cm的 照片配一个镜框 ,要求镜框的四条边宽度相等 ,

且镜框所占面积为照片面积的四分之一,镜框边的宽度应是多少厘米 (结果保留

小数点后一位)?

拓广探索

9,如图,要设计一幅宽 ⒛ cm,长 30cm的 图案,其 中有

两横两竖的彩条,横、竖彩条的宽度比为 3:2。 如果要

使彩条所占面积是图案面积的甲分之一,应如何设计彩

条的宽度 (结 果保留小数
`点
后一位)?

10.如图,线段 AB的长为 1。

A    E  D    C
(第 10题 )

(1)线段 AB上的点 C满足关系式AC2=BC· AB,
(2)线段 AC上的

`点
D满足关系式AD2=CD· AC,

(3)线段 AD上 的点 E满足关系式AE2=DE· AD,

上面各小题的结果反映了什么规律 ?

B

求线段 AC的 长度 ;

求线段 AD的 长度 ;

求线段 AE的长度。

(第 9题 )
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数 学 活 动

图1是一个三角点阵 ,

第二行有 2个
`点

⋯⋯第

其中第一行有 1个

● ● ● ● ● ● ●

图 1

容易发现 ,10是三角·聂阵中前 4行的J点 数和。你能发现 300是前多少行

的点数的和吗?

用试验的方法,由上而下地逐行相加其 J点 数 ,可以得到答案。但是这

样寻找答案需要花费较多时间。你能用一元二次方程解决这个问题吗?

(提 示 :1+2+3+⋯ +(彳 -2)+(刀 一 D+m=⊥ m(彳 +D。 )

三角J点 阵中前 m行的 J点数和能是 ∞O吗?如果能,求 出m;如果不能 ,

试用一元二次方程说明道理。

如果把图 1的 三角,点 阵中各行的 ,点数依次换为 2,4,6,⋯ ,‰ ,⋯ ,

你能探究出前 m行的 ,点数和满足什么规律吗?这个三角·点阵中前 饣行的 J虽

数和能是 600吗 ?如果能 ,求 出 彳;如果不能,试用一元二次方程说 明

道理。

从上向下数有无数多行 ,

m行有彳个J点
⋯⋯

●

●  ●

●  ●  ●

● ● ● ●

● ● ● ● ●

● ● ● ● ● ●
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'J、
结

-、 本革知识结构图

{实际问题 -

|实际问题的答案 |

设未知数 ,列 方程 一元二次方程

}   ΩJ2+3=+c=0  {
丨~ˉ ~̄ˉ r ˉ̄ 0̈ˉ。--— —-ˉˉ̄ —̄———̄ 」

|

〓胼

丶万
 
程

∵磊 j冫 |厉T江石万Ξ石;ˉ勰 l

1 J=   |
二、回顾与思考

本章主要内容是一元二次方程的解法及其应用。一元二次方程是含有一个

未知数的整式方程,未知数的最高次数是 2。

解一元二次方程的基本思想是
“
降次

”,即 通过配方、因式分解等,把一个

一元二次方程转化为两个一元一次方程来解,具体地,根据平方根的意义,可得

出方程J2=p和 0+彳 )2=p的 解;通过配方,可将一元二次方程转化为(J+

m)2=夕 的形式再解;一元二次方程的求根公式,就是对方程Ω￡2+3J+c=0

(Ω ≠0)配方后得出的。若能将 cJ2+阮 +c分解为两个一次因式的乘积,则 可

令每个因式为 0来解。

本章学习了一元二次方程的三种解法——配方法、公式法和因式分解法。

一般地,配方法是推导一元二次方程求根公式的工具。掌握了公式法,就 可以

直接用公式求一元二次方程的根。当然,也 要根据方程的具体特点选择适当的

解法。配方法是一种重要的、应用广泛的数学方法,如后面研究二次函数时也

要用到它。

一元二次方程是刻画现实世界中某些数量关系的有效数学模型。在运用一

元二次方程分析、表达和解决实际问题的过程中,要注意体会建立数学模型解

决实际问题的思想和方法。

24 第二十一章 一元二次方程
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请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.比较你所学过的各种整式方程,说 明它们的未知数的个数与次数。你能

写出这些方程的一般形式吗?

2.一 元二次方程有哪些解法?各种解法在什么情况下比较适用?你能说说
“
降次

”
在解一元二次方程中的作用吗?

3.求根公式与配方法有什么关系?

4.方程Ω￡2+拓 +c=0(ε≠0)的

系?我们是如何得到这种关系的?

5.你能举例说明用一元二次方程解决实际问题的过程吗?

旦习巩 固            。

1.解下列方程 :

(1)196￡ 2-1=0;          (2)4J2+12=+9=81;

(3)=2-7立 一1=0;        (4)2J2+3J=3;
(5)J2— 2￡ +1=25;        (6)￡ (2=-5)=4J-10;

(7)J2+5J+7=3J+11;     (8)1-8￡ +16J2=2— 8=,

2.两 个数的和为 8,积为 9.75。 求这两个数。

3.一个矩形的长和宽相差 3cm,面积是 4cm2.求这个矩形的长和宽。
艹4.求下列方程两个根的和与积 :

如何判别一元二次方程根的情况?

两个根J1,J2与 系数曰,D,c有什么关

(1)=2-5J-10=0;

(3)3ε 2-1=2J+5;

综合运用

5,一个直角梯形的下底比上底长 2cm,

梯形。

(2)2=2+7茁 +1=0;
(4)劣 (￡ —D=3茁 +7.

高比上底短 1cm,面积是 8cm2。 画出这个

6.一个长方体的长与宽的比为 5:2,高 为 5cm,表面积为 钔 cm2。 画出这个长方体

的展开图。

7.要组织一次篮球联赛,赛制为单循环形式 (每两队之间都赛一场),计 划安排 15

场比赛,应邀请多少个球队参加比赛?

8.如下页图,利 用一面墙 (墙 的长度不限),用 ⒛ m长的篱笆,怎样围成一个面积

为50m2的 矩形场地?
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甄

(第 8题〉

9.某银行经过最近的两次降息,使一年期存款的年利率由 2,25%降 至 1.98%,平 均

每次降息的百分率是多少 (结 果写成 Ω%的形式 ,其 中@保留小数 j点后两位 )?

10.向 阳村 ⒛10年的人均收入为 12000元 ,⒛ 12年的人均收入为 14520元 ,求人均

收入的年平均增长率。

11.用 一条长 40cm的 绳子怎样 围成一个面积为 75cm2的 矩形?能 围成一个面积为

101cm2的 矩形吗?如能,说明围法;如不能,说明理由。

拓广探索

12.如 图,要设计一个等腰梯形的花坛,花坛上底长

100m,下底长 180m,上下底相距 80m。 在两腰

中j支连线处有一条横向甬道 ,上下底之间有两条纵

向甬道,各 甬道的宽度相等.甬 道的面积是梯形面

积的六分之一。甬道的宽应是多少米 (结果保留小

数点后两位)?

13.一个小球以 5m/s的速度开始向前滚动,并且均匀减速,4s后 小球停止滚动。

(1)小球的滚动速度平均每秒减少多少?

(2)小球滚动 5m约 用了多少秒 (结 果保留小数点后一位)?

(提示:匀 变速直线运动中,每个时间段内的平均速度石 (初速度与末速度的算术

平均数)与路程 s,时 间彦的关系为s=劢。)

26 第二十一章 一元二次方程
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第二十二章 二次函数
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22.1二次函数的图象和性质

″.1.1 二次函数

我们看引言中正方体的表面积的问题。

正方体的六个面是全等的正方形(图 22.1-D, 午了

设正方体的棱长为J,表面积为丿。显然,对于J

的每一个值,y都有一个对应值,即 丿是J的函

数,它们的具体关系可以表示为

y=6J2。

我们再来看几个问题。

问题 】 m个球队参加比赛,每两队之间进行一场比赛。比赛的场次数 m
与球队数m有什么关系?

每个队要与其他 (彳 -1)个球队各比赛一场,甲 队对乙队的比赛与乙队

对甲队的比赛是同一场比赛,所以比赛的场次数

昭=Ξ m(刀 ^D’

即

铭=:m2一告刀·             ②
②式表示比赛的场次数 御与球队数 m的关系,对于 彳的每一个值 ,昭 都

有一个对应值,即 m是 m的函数。

问题 2 某种产品现在的年产量是 2Ot,计划今后两年增加产量。如果每

年都比上一年的产量增加 ε倍,那么两年后这种产品的产量 y将随计划所定

的￡的值而确定,y与 J之间的关系应怎样表示?

这种产品的原产量是 ⒛ t,一年后的产量是 20(1+J)t,再经过一年后的

产量是 ⒛(1+ε×1+J)t,即两年后的产量

y=20(l+J)2,

即

28 第二十二章 二次函数
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y=⒛J2+幻J+2O。                ③

③式表示了两年后的产量 丿与计划增产的倍数r之间的关系,对于 J的

每一个值 ,丿 都有一个对应值,即 y是 J的函数。

思考

函数①②③有什么共同点?

在上面的问题中,函数都是用自变量的二次式表示的。一般地,形如

丿=Ω￡
2+乙J+c(Ω ,乙 ,c是 常 数 ,ε ≠ O)

的函数,叫做二次函数 (quadrauc funct。ω。其中,J是 自变量 ,伤 ,乙 ,c分

别是函数解析式的二次项系数、一次项系数和常数项。

1
⊥

 
 
 
 
 
 
 

°
乙

一个圆柱的高等于底面半径 ,写 出它的表面积 S

与底面半径 '之间的关系式.

如图,矩形绿地的长、宽各增加 Jm,写 出扩充

后的绿地的面积 丿与￡的关系式。

” .1.2 二次函数 丿=弼 2的
图象和性质

在八年级下册,我们学习了一次函数的概念,研究了它的图象和性质。像

研究一次函数一样,现在我们来研究二次函数的图象和性质。结合图象讨论性

质是数形结合地研究函数的重要方法,我们将从最简单的二次函数 y=J2开

始,逐步深人地讨论一般二次函数的图象和性质。

先画二次函数 y=J2的图象。

在丿=J2中 ,自 变量 r可以是任意实数,列表表示几组对应值 :

t    ·̈  ~̄3 ˉ 2 ~△   0   1   2   3  ·̈

丿=72· ·· 94⊥ 0149· ¨

30m
(第 2题 )
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根据表中 J,γ

曲线顺次连接各点 ,

的数值在坐标平面中描点 (￡ ,丿 )(图

就得到y=J2的图象(图 22。 ⒈3)。

22.⒈ 2),再用平滑

还记得如何 用

描点法画一个 函数

的图象吗 ?

可以看出,二次函数 y=′ 的图象是一条曲

线,它的形状类似于投篮时或掷铅球时球在空中

所经过的路线,只是这条曲线开口向上。这条曲

线叫做抛物线 丿=J2.实际上,二次函数的图象

都是抛物线,它们的开口或者向上或者向下.一

般地,二次函数 丿=ΩJ2+缸 +c的图象叫做抛物

线丿=ε￡2+乙J+c·

还可以看出,丿 轴是抛物线丿=J2的对称轴 ,

抛物线 y=r2与它的对称轴的交点 (0,0)口叫做

抛物线y=r2的顶点,它是抛物线 丿=J2的最低

点。实际上,每条抛物线都有对称轴,抛物线与

对称轴的交点叫做抛物线的顶点。顶点是抛物线

的最低点或最高点。

从二次函数丿=茁
2的图象可以看出:在对称轴

的左侧,抛物线从左到右下降;在对称轴的右侧 ,

抛物线从左到右上升。也就是说,当 J<0时 ,

y随·的增大而减小;当 ￡>0时 ,γ 随J的增大

而增大.

獠

在抛 物线 丿=`
上任取一 `点

(m,〃 ),

因为它关于 丿轴的对

称 J点 (一御,m2)也在

抛物线丿=∝ 2上 ,所以

抛物线 γ=/关 于 丿

轴对称。

例 1 在同一直角坐标系中,画出函数 γ=;/,丿 =2J2的图象。

解 :分别列表 ,再画出它们的图象 (图 22。 ⒈4).
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图 22,⒈ 4

思考

(1) 函数y=告
',【

y=2J2自勺图象与函数【y=￡
2(图 22.1-吐 中的丿壶线

图形)的 图象相比,有什么共同点和不同点?

(2)当 c)O时 ,二次函数 y=Ω￡2的 图象有什么特点?

一般地,当 Ω>0时 ,抛物线 y=cJ2的 开口向上,对称轴是 y轴 ,顶点

是原点,顶点是抛物线的最低点 ,Ω 越大,抛物线的开口越小。

类似地,我们可以研究当Ω(O时 ,二次函数 y=ΩJ2的图象和性质。

探究

(1)在 同一直角坐标系中,画 出函数 y=—ˉ

',y=一:',【
y=-2J2

的图象,并考虑这些抛物线有什么共同点和不同点。

(2)当 c<0时 ,二次函数 y=ΩJ2的 图象有什么特点?

你画出的图象与图 22.⒈ 5中的图象相同吗?

一般地,当 Ω(0时 ,抛物线 y=εJ2的开口

向下,对称轴是 y轴 ,顶点是原点,顶点是抛物

线的最高点,n越小,抛物线的开口越小。
y〓ˉ

告
男2

y〓切  ly=-″
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归纳

一般地,抛物线 y=况J2的对称轴是 y轴 ,顶点是原点。当Ω>0时 ,

抛物线的开口向上,顶 点是抛物线的最低点;当 Ω(0时 ,抛物线的开口

向下,顶点是抛物线的最高点。对于抛物线丿=Ω r2’  Ω|越大,抛物线的

开 口越小。

从二次函数 丿=″ 2的图象可以看出:如果 己>0,当 J<0时 ,y随 J的

增大而减小,当 J>0时 ,丿 随r的增大而增大;如果 Ω(0,当 ·(0时 ,丿

随J的增大而增大,当 r>o时 ,丿 随J的增大而减小.

说 出下列抛物线的开口方向、

(1)γ =3J2; (2)

⑶丿=告/; ⑷

对称轴和顶 j点 :

丿=-3岔 2;

丿=一
告

l̄ˉ

2·

22.1.3 二次函数 丿=Ω (J一尼)2+屁 的图象和性质

例2 在同一直角坐标系中,画 出二次函数y=2J2+1,y=2r2— l的

图象。

先列表 :

J  ¨·-2-1,5— l-0,50 0,5 1 1,5 2 。̈

γ=2J2+1⋯· 9 5,5 3 1,5 1 1.5 3 5,5 9 ¨·

丿==∶br2-1 ·⋯  7  3,5  1 -0.5-1-0,5 1 3,5 7  ⋯·

然后描点画图,得 y=2r2+1,y=~’△2-1的图

象 (图 22.⒈ 6),

图 22.⒈ 6
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思考

(1)抛物线丿=2￡ 2+1,丿 =2ε 2-1的 开口方向、对称轴和顶点各是

什么?

(2)抛 物线丿=2“ 2+1,丿 =2J2-1与 抛物线y=2J2有什么关系?

可以发现,把抛物线 y=h2向上平移 1个单位长度,就得到抛物线 γ=
2￡
2+1;把抛物线丿=2ε 2向下平移1个单位长度,就得到抛物线 丿=2'-1。

思考

抛物线 y=ΩJ2+屁 与抛物线y=Ω￡2有什么关系?

在同一直角坐标系中,画 出下列二次函数的图象 :

丿=:/,丿 =:`忆 厂:/讠
观察三条抛物线的位置关系,并分别指 出它们的开 口方向、对称轴和顶点,你 能

说 出抛物线 y=:￡ 2+屁
的开 口方向、对称轴和顶点吗?它 与抛物线 丿=:ε 2有

\ 什么关系?

探 究

在同一直角坐标系中,画 出二次函数ly=一告
0+D2

的图象,并分别指出它们的开 口方向、对称轴和顶点。

先分别列表 :

,丿 =一
告

(ε -· )2

第二十二章 二次函数 33

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



然后描点画图,得 丿=一告
G+D2, y=一

告
臼-1)2自勺图多炱 (图 22.1-7)。

图 22.⒈ 7

可以看出,抛物线 丿=—:⒍+D2的开口向下 ,对称轴是经过点(-1,0)

且与 J轴垂直 的直线 ,把它记作 ·=-1,顶 点是 (-1,0);抛物线 y=

一
告

(J— D2的开 口向下 ,对称轴是 J=1,顶冫点是 (1,0)。

思考

抛 物 线 y=二 一
:⒍ +1)2,y==一

告
ω -1)2与 抛 物 线 丿=二 一

:'有 什

么关系?

可以发现 ,把抛物线 y=—
:￡

2向
左平移 1

y=—:G+D2;把 抛物线 丿=一告`向
右平移

线丿==-—
告

(ε ^1)2·

个单位长度,就得到抛物线

1个单位长度,就得到抛物

34 第二十二章 二次函数

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



0思 考

抛物线 y=ε (J一尼)2与 抛物线y=cJ2有什么关系?

厂C痧D
在同一直角坐标系中,画 出下列二次函数的图象 :

ly=:￡
2,丿 =告 (多 +2)2,【y=:(Jˉ 2)2·

、 观察三条抛物线的位置关系,并分别指出它们的开口方向、对称轴和顶点。

例 3 画出函数 y=一
告
G+D2-1的 图象,并指出它的开口方向、对称

轴和顶点。怎样移动施物续丿=一告'就
可以得到抛物线 y=一

告
ω+l)2-1?

解 : 函数 【y=— :;G→
·)2-ˉ 1的 1囝豸1如图 22.1-8所示。

图 22.1-8

抛物线 y=一
告

ω +1)2-1的开口向下 ,对称轴是 ￡=-1,顶 点是 (-1,

-1)。

把抛物线 y=一
告
J2向下平移 l个单位长度 ,

再向左平移 1个单位长度 ,就得到抛物线 y=

^亏(J+D2-1·

还有其他平移

方 法吗 ?
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归纳

一般地,抛物线丿=围 (J一尼)2+庀 与y=ΩJ2形状相同,位置不同。把

抛物线y=Ω￡2向上 (下 )向左 (右)平移,可 以得到抛物线y=ε⑴一九)2+尼 .

平移的方向、距离要根据九,尼 的值来决定。

抛物线y=c(J一九)2+尼 有如下特点 :

(1)当 Ω>0时 ,开 口向上;当 c<O时 ,开 口向下。

(2)对称轴是 J=九 。

(3)顶 点是 (九 ,屁 )。

从二次函数 y=ε (r一九)2+屁 的图象可以看出:如果 Ω>0,当 J(九 时 ,

丿随J的增大而减小,当 J)九 时,丿 随J的增大而增大;如果Ω(O,当 茁(九

时,y随 J的增大而增大,当 J)九 时,y随￡的增大而减小。

我们来看一个与章前图有关的问题。

例 4 要修建一个圆形喷水池,在池中心竖直安装一根水管,在水管的顶

端安一个喷水头,使喷出的抛物线形水柱在与池中心的水平距离为 1m处达

到最高,高度为 3m,水柱落地处离池中心 3m,水管应多长?

解:如图 22.19,以水管与地面交点为原点,原点与水柱落地处所在直

线为 r轴 ,水管所在直线为 y轴 ,建立直角坐标系.

图 ⒛。⒈9

点 (1,3)是 图中这段抛物线的顶点 ,因此可设这段抛物线对应的函数解

析式是

y=曰 (r— D2+3(0≤ J≤ 3)。

由这段抛物线经过点(3,O),可得

O=Ω (3-1)2+3,
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解得

3
c=_T·

因此

y==-—
号

(￡ -1)2+3(0≤ J≤ 3)。

当 ￡=O时 ,y=2· 25,也就是说 ,水管应 2.25m长。

说 出下列抛物线的开口方向、对称轴和顶点 :

(1)丿 =2(r+3)2+5;  (2)丿 =-3(r-1)2-2;
(3)丿 =4(J—3)2+7;  (4)丿 =-5(=+2)2-6。

2.1.4 二次函数 丿=弼2+DJ+c的
图象和性质

先研究一个具体的二次 函数 丿=告 J2— 6J+21的 图象和
′
跬质。

思考

我们已经知道二次函数y=ε (￡ 一九)2+屁 的图象和性质,能否利用这

些知识来讨论二次函数y=:'-6J+21的 图象和性质?

配方可得 :

ry==告茁2-6￡ +21

=;(J-6)2+3·

根据前面的知识,我们可以先画出二次函数

y=告J2的图象,然后把这个图象向右平移 6个

单位长度,再向上平移 3个单位长度,得到二次

函数 ly=;茁
2-6￡ +21的图象。

还有其他平移

方法吗?
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如果直接画二次函数 y=告
'-6￡

+21的图象,可按女口下步骤进行。

由配方的结果可知,抛物线 y=告
'-6J+21的

顶点是(6,3),对称轴

是￡=6.

先利用图象的对称性列表 :

翊V舌拊扣叔画图, 得至刂【y=告(=-6)2+3Bg医
l彡蕤 (逐彐22.1-10)。

图 22。 ⒈10

从图22.1-10中 二次函数丿=告
'-6￡

+21的图象可以看出:在对称轴的

左侧,抛物线从左到右下降;在对称轴的右侧,抛物线从左到右上升。也就是

说,当 J<6时 ,y随ε的增大而减小;当 ￡)6时 ,丿 随￡的增大而增大。

亿0探究
你能用上面的方法讨论二次函数丿=-2ε 2-4￡ +1的 图象和性质吗?

一般地,二次函数丿=曰J2+乙J+c可以通过配方化成 y=Ω (茁 一尼)2+尼

的形式,即

丿〓=己 (J—
1螽 )2-←

在Ωcˉ
'。

眦 ,砌 线 y抑 2+斛 c鲥 鼬 匙 一 务
,顶J刹

喘
,‰

拘
·
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如图 22。 ⒈11,从二次函数 y=己￡2+沅+c的图象可以看出 :

如果Ω)0,

的增大而增大 ;

如果@(0,

的增大而减小。

当J(一
务时,丿 随￡的增大而减小,当 J>一

务时,y随 J

当J之一
务时,夕 随ε的增大而增大,当 ￡>一

务时,y随￡

图 22.⒈ 11

写出下列抛物线的开口方向、

(1)丿 =3ε 2+2J;

(3) ly=— 2=2-← 8￠ -8;

对称轴和顶 j点 :

(2)丿 =—
'-2J;

(4) γ=:ε 2—
4ε +3·

探究
兴

我们知道,由 两点 (两点的连线不与坐标轴平行)的坐标可以确定一

次函数,即可以求出这个一次函数的解析式。对于二次函数,探究下面的

问题 :

(1)由 几个点的坐标可以确定二次函数?这几个点应满足什么条件?

(2)如果一个二次函数的图象经过 (-1,10),(1,4),(2,7)三

点,能求出这个二次函数的解析式吗?如果能,求 出这个二次函数的解

析式。

关本部分内容为选学内容。
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分析:(1)确定一次函数,即写出这个一次函数的解析式 y=尼J+D,需
求出尼,D的值。用待定系数法,由两点 (两点的连线不与坐标轴平行)的坐

标,列出关于屁,D的二元一次方程组就可以求出屁,乙 的值.类似地,确定二

次函数,即写出这个二次函数的解析式 y=ΩJ2+纽 +c,需求出ε,乙 ,ε 的

值。由不共线三点 (三点不在同一直线上)的坐标,列出关于ε,D,c的三元

一次方程组就可以求出ε,乙 ,f的值。

(2)设所求二次函数为 y=ΩJ2+阮 +c。

由已知,函数图象经过 (-1,10),(1,4),(2,7)三 点,得关于 Ω,

沙,c的三元一次方程组

解这个方程组 ,得

ε=2, 乙=〓 -3, c=5。

所求二次函数是 y=h2~h+5。

归纳

求二次函数的解析式 y=伢J2+DJ+c,需 求出ε,乙 ,c的值。

由已知条件 (如 二次函数 图象上三个点的坐标)列 出关于 c,3,c
的方程组,求 出况,乙 ,c的值 ,就可以写出二次函数的解析式。

一个二次函数 ,当 自变量 J=0时 ,函数值 y=-1,

求这个二次函数的解析式。

一个二次函数的图象经过 (0,0),(-1,— D,(1,
数的解析式。

当J=— 2与
告

时,y=0。

9)三
`点

。求这个二次函

40 第二十二章 二次函数

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



复 习巩固

1.一个矩形的长是宽的 2倍 ,写 出这个矩形的面积关于宽的函数解析式.

2.某种商品的价格是 2元 ,准各进行两次降价。如果每次降价的百分率都是 ￡,经

过两次降价后的价格 y(单位 :元)随每次降价的百分率 J的 变化而变化 ,γ 与

=之间的关系可以用怎样的函数来表示?

3.在 同一直角坐标系中,画 出下列函数的图象 :

丿=峨 厂 dtr%厂÷
'·

4.分别写出抛物线 丿=阮 2与
丿=一告

/的 开口方向、对称轴和顶点 ,

5.分别在 同̀一直角坐标 系中,描 j点 画出下列各组二次函数的图象,并写出对称轴和

顶点 :

⑴厂告'扎 丿=÷/叱 ⑵丿=咭 0+⒛·丿=咭0D%
(3) y=:(Jˉ←2)2-ˉ 2, ly=告 (苈 一l)2+2·

6.先确定下列抛物线的开口方向、对称轴和顶点,再描点画图 :

(1) y=— 3￡
2+12茁 -3;        (2) ry=冫 防2-24Jˉ←26;

(4) 丿=告J2— 2￡ -1·(3)丿 =2J2+8J-6;

综合运用

7.填空 :

(l)已知函数 丿=2(J+1)2+1,当 ￡(__时 ,丿 随 J的 增大而减小,当 J)

__时 ,y随 J的 增大而增大 ;

(2)已知函数 γ=— 2J2+J-4,当 =(__时 ,丿 随 J的 增大而增大,当 多>

__时 ,y随品的增大而减小.

8.如图,在AABC中 ,ZB=gO° ,AB=1

动点 P从 点 A开 始 沿边 AB向 点 B

动 ,动点 Q从点 B开始沿边 BC向 点

那 么 B   Q    c移动。如果 P,Q两 点分别从 A,B两 点 同时 出发 ,

△PBQ的 面积 S随出发时间莎如何变化?写 出S关于彦的

函数解析式及莎的取值范围.

(第 8题 )
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9.一辆汽车的行驶距离s(单位:m)关 于行驶时间 莎(单位 :

s=9莎 +:莎 2,经过 12s汽 车行驶了多远?行驶 380m需要多

艹
10。 根据二次函数图象上三个J点 的坐标,求出函数的解析式 :

(1)(-1,3),(1,3), (2,6);    (2)(-1,— D,
(3) (-— 1, 0), (3, 0), (1, -ˉ 5);     (4) (1, 2), (3,

并
11。 抛物线丿=Ω=2+h+C经过 (-1,-22),(0,-8),(2,

口方向、对称轴和顶点。

拓广探索

s)的 函数解析式是

少时间?

(0, -ˉ 2), (1, 1);

0), (-2, 20)。

8)三点,求它的开

(第 12题 )

12.如图,钢球从斜面顶端由静止开始沿斜面滚下,速度每

秒增加 1.5m/s。

(1)写 出滚动的距离s(单位:m)关 于滚动的时间莎(单

位 :s)的 函数解析式。(提示:本题中,距 离=平均

速度石×时间幻 氵=垫告
垫 ,其 中,z,。 是开始时的

速度 ,v纟 是莎秒时的速度。)

(2)如果斜面的长是 3m,钢球从斜面顶端滚到底端用多长时间?
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22。 2二次函数与一元二次方程

以前我们从一次函数的角度看一元一次方程 ,认识了一次函数与一元一次

方程的联系.本节我们从二次函数的角度看一元二次方程 ,认识二次函数与一

元二次方程的联系。先来看下面的问题。

问题 如图 22.21,以仞 m/s的速度将小球沿与地面成 30°角的方向击出

时 ,小球的飞行路线将是一条抛物线。如果不考虑空气阻力 ,小球的飞行高度

九(单位 :m)与飞行时间彦(单位 :s)之间具有函数关系

九==20莎 -— 5彦
2。

考虑以下问题 :

(1)小 球 的飞行高度能否达到

15m?如果能,需要多少飞行时间?

(2)小 球 的飞行高度能否达到

⒛ m?如果能,需要多少飞行时间?

(3)小 球 的飞行高度能否达到

20,5m?为什么?

(4)小球从飞出到落地要用多少时间?

分析:由 于小球的飞行高度凡与飞行时间莎有函数关系九=⒛莎-5莎2,所

以可以将问题中九的值代入函数解析式,得到关于彦的一元二次方程.如果方

程有合乎实际的解,则 说明小球的飞行高度可以达到问题中九的值;否 则 ,

说 明小球 的飞行高度不能达到 问题 中九的值。

解 :(1)解方程

15==20莎 -— 5莎
2,

莎2— ⒋+3=0,
莎1=1, 莎2=3。

当小球飞行 ls和 3s时,它的飞行高度为 ⒗ m。

你 能 结 合 图

22.2△ 指出为什么

在两个时间小球的

图 22.21
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度达不到 ⒛。5m。

(4)小球飞出时和落地时的高度都为 Om,
0==20莎 -5莎 2,

彦2-4莎 =0,

彦1:=0,彦 2=4.

当小球飞行 0s和 4s时 ,它的高度为 0m。

4⒏从 图 22.2-1来看 ,0s时小球从地面飞出 ,4

你 能 结 合 图
′̄
`

22.2△ 指出为什么

只在一个时间小球

的高度为 ⒛ m吗 ?

解方程

这表明小球从飞出到落地要用

s时小球落回地面。

(2)解方程

20==20彦 -— 5r2,

莎2一 纫+4=0,
莎1=莎 2=2。

当小球飞行 2s时 ,它的飞行高度为 20m。

(3)解方程

2O。 5〓=20莎 -— 5莎
2,

莎2一牝 +4。 l=0。

因为(-4)2-4× 4.1<0,所以方程无实数根。这就是说,小球的飞行高

从上面可以看出,二次函数与一元二次方程联系密切。例如,已知二次函

数γ=— r2+dJr的 值为 3,求 自变量 J的值,可 以看作解一元二次方程
—ε2+4△ =3(即 J2-4J+3=O)。 反过来,解方程￡2一妇+3=O又可以看作已

知二次函数 y=J2一妇+3的值为 0,求 自变量·的值。

一般地,我们可以利用二次函数 丿=ΩJ2+Dˉr+c深人讨论一元二次方程

ΩJ2+乙J+c=0。

思考

下列二次函数的图象与J轴有公共点吗?如果有,公共点的横坐标

是多少?当 J取公共点的横坐标时,函 数值是多少?由 此,你 能得出相

应的一元二次方程的根吗?

(1)y=J2+￡—2;  (2)y=J2-6茁 +9;  (3)y=r2— J+1。
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这些函数的图象如图 22.2-2所示。

可以看出 :

(1)抛物线 y=J2+△ -2与 J轴有两个公共

点,它们的横坐标是-2,1.当 J取公共点的横坐

标时,函数值是 0。 由此得出方程J2+J-2=0的
根是-2,1.

(2)抛物线 y=J2-6J+9与 J轴有一个公共

点,这点的横坐标是 3。 当￡=3时 ,函数值是 O。

由此得出方程 J2-6J+9=0有两个相等的实数

根 3.

(3)抛物线 y=￡ 2— J+1与 J轴没有公共

点。由此可知,方程 J2—￡+1=0没有实数根,

反过来,由 一元

二次方程的根的情况 ,

也可以确定相应的二

次函数的图象与 ￡轴

的位置关系。

归纳

一般地,从二次函数丿=Ω￡2+乙J+c的 图象可得如下结论。

(1)如果抛物线 y=ΩJ2+D茁 +c与 J轴有公共点,公共点的横坐标

是幼 ,那么当J=ε0时 ,函 数值是 0,因 此J=JO是方程εJ2+阮+c=O
的一个根。

(2)二 次函数丿=cJ2+阮 +C的 图象与J轴 的位置关系有三种:没

有公共点,有一个公共点,有两个公共点。这对应着一元二次方程Ω￡2+

乙J+c=O的 根的三种情况:没有实数根,有两个相等的实数根,有两个

不等的实数根。

图 22.2-2
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由上面的结论,我们可以利用二次函数的图象求一元二次方程的根。由于

作图或观察可能存在误差,由图象求得的根,一般是近似的。

例 利用函数图象求方程 J2-2J-2=0的
实数根 (结果保留小数点后一位 )。

解 :画 出函数 y=J2— ~9aˉ -2的 图象 (图

22.23),它 与 J轴 的公 共 点 的横 坐 标 大 约是

-0.7,2.7。

所以方程 J2-2J-2=0的实数根为

Jl彡≈_O。 7,J2彡≈2.7。

(-07,0)

y〓艿2-2Ι -2

丿

/(27,0)

2/3    另

图 22,23

我们还可以通过不断缩小根所在的范围估计一元二次方程的根。

观察函数 丿=￡2-2r-2的图象,可以发现,当 自变量为 2时的函数值小

于 O(点 (2,-2)在 J轴的下方),当 自变量为 3时 的函数值大于 0(点
(3,1)在 J轴的上方 )。 因为抛物线 y=J2— 2△ -2是一条连续不断的曲线 ,

所以抛物线 y=￡ 2-2￡ -2在 2(￡(3这一段经过 J轴.也就是说,当 自变量

取 2,3之间的某个值时,函数值为 0,即方程ェ2—h-2=0在 2,3之间有根。

我们可以通过取平均数的方法不断缩小根所在的范围。例如,取 2,3的

平均数 2.5,用计算器算得自变量为 2.5时 的函数值为-0.75,与 自变量为 3

时的函数值异号,所以这个根在 2.5,3之间。再取 2.5,3的平均数 2.75,用

计算器算得自变量为 2.75时的函数值为 O。 0625,与 自变量为 2,5时的函数值

异号,所以这个根在 2.5,2.75之间。

重复上述步骤,我们逐步得到:这个根在 2.625,2.75之 间,在 2.6875,

2.75之间⋯⋯可以看到:根所在的范围越来越小,根所在范围的两端的值越

来越接近根的值,因而可以作为根的近似值。例如,当要求根的近似值与根的

准确值的差的绝对值小于 0.1时 ,由 于 2.6875-2.75|=0.0625<O。 1,我们

可以将 2.6875作为根的近似值。

你能用这种方法得出方程茁2-2J-2=O的另一个根的近似值吗 (要求根

的近似值与根的准确值的差的绝对值小于 O.l)?

这种求根的近似值的方法也适用于更高次的一元方程。
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复习巩固

1. 已知函数 丿=￡ 2一妇 +3·

(1)画 出这个函数的图象 ;

(2)观察图象,当 贯取哪些值时,函数值为 0?

用函数的图象求下列方程的解 :

(1)J2— 3￡ +2=0;       (2) —J2-6r-9=0.

综合运用

3.如 图,一名男生推铅球,铅球行进高度 y(单位:m)

之 间 的 关 系 是 丿=一
壳

/+鲁 J+:·

(1)画 出上述函数的图象 ;

(2)观察图象,指 出铅球推出的距离.

4,抛物线 y=夕/+8J+c与 J轴 的公共 J点 是 (-1,0),

(3,0),求 这条抛物线的对称轴 ,

拓广探索

5.画 出函数 丿=/-2r-3的 图象,利 用图象回答 :

(1)方程 岔2—h-3=0的 解是什么 ;

(2)J取什么值时,函数值大于 0;

(3)宓 取什么值时,函数值小于 0,

6.下列情形时,如果 c>0,抛物线 丿=色J2+幻 +c的 顶J点在什么位置?

(1)方程 曰/+3J+c=0有 两个不等的实数根 ;

(2)方程 @/+幻 +c=0有两个相等的实数根 ;

(3)方程 Ω宽2+缸 +c=0无实数根。

如果 伤(0呢 ?

与水平距 离 = :m)辄

ο
圩
ˉ
‘

艿

(第 3题 )
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探索二次函数的性质

用某些计算机画图软件,可 以方便地画出二次函数

的图象,进而从图象探索二次函数的性质。如图 1,用 计

算机软件画出函数γ=茁2-2￡ ˉ3的 图象,拖动图象上的

一点 P,让这点沿抛物线移动,观察动点坐标的变化,可

以发现 :

图象最低点的坐标是(1,-4),也 就是说 ,当 J=1
时,丿 有最小值-4;

当J<1时 ,丿 随J的增大而减小,当 J>1时 ,γ 随￡的增大而增大,

又如图2,用 计算机软件画出函数y=_/一 妇 -3的 图象,拖 动图象上的一点 P,

可以发现 :

图象最高点的坐标是(-2,1),也就是说,当 ￡=-2
时,丿 有最大值 1;

当=(-2时 ,丿 随J的 增大而增大,当 ￡>-2时 ,

y随 J的 增大而减小。

借助计算机软件的画图功能,很容易利用二次函数

的图象解一元二次方程.要解方程 G∝
2+阮 +c=0,只 要

用计算机软件画出相应抛物线 丿=弼 2+阮 +c,再让计

算机软件显示抛物线与宽轴的公共点的坐标,就 能得出

要求的方程的根。利用图 1、 图 2中 的图象试一试,分别

求出方程 J2-2￡ -3=0,—∞2一位 -3=0的根。

图

y
 
 
D

(-2,

⌒

o

、

图 2
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22。 3实际问题与二次函数

对于某些实际问题,如果其中变量之间的关系可以用二次函数模型来刻

画,那么我们就可以利用二次函数的图象和性质来研究。

问题 从地面竖直向上抛出一小球,小球的高度 九 (单位:m)与小球的

运动时间莎(单位:s)之间的关系式是 九=30莎 -5莎 2(0≤扌≤6).小球运动的

时间是多少时,小球最高?小球运动中的最大高度是多少?

可以借助函数图象解决这个问题。画出函数

九=30莎 -5莎
2(∝

争≤6)的图象 (图 22.31)。

可以看出,这个函数的图象是一条抛物线的

一部分。这条抛物线的顶点是这个函数的图象的

最高点,也就是说,当 莎取顶点的横坐标时,这

个函数有最大值。

乙

2况

—̄ 302

2× (-— 5)
=3时 ,九 有

4× (-5) ==45。 也就是说,小球

小球运动中的最运动的时间是3s时 ,小球最高。

大高度是45m。

一般地,当 ε>0(Ω (ω 时,抛物线丿=弼2+缸 +f的顶丿点是最低 (高 )冫点’

也就是说,当J=一
务时,二次函数丿=εJ2+彷 +c有最小 (大)任翳笆云

兰·

我们再来解决一些实际问题。

探究1

用总长为 6Om的 篱笆围成矩形场地,矩形面积 S随矩形一边长J的

变化而变化。当J是 多少米时,场地的面积 S最大?

图 22,31
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分析 :先写出 S关于 J的 函数解析式 ,再求出使 S最大的 J值。

矩形场地的周长是 60m,一边长为 zm,所以另一边长为(謦一J)m· 场

地的面积

S=z(30— J),

即

S=— J2+30J(0(J(30)。

因此 ,当 J=一
蠹

=一
莎J些面

=15时,S有最大值
丝
气亍

竺=4× (~D=225·

也就是说 ,当 J是 15m时 ,场地的面积 S最大。

探究2

某商品现在的售价为每件 60元 ,每星期可卖出 300件。市场调查反

映:如调整价格 , 每涨价1元 ,每 星期要少卖出 10件 ;每 降价 1元 ,每

星期可多卖出⒛ 件.已 知商品的进价为每件 仞 元,如何定价才能使利润

最大?

分析 :调整价格包括涨价和降价两种情况.我们先来看涨价的情况。

(1)设每件涨价 茁元 ,则每星期售 出商 品的利润 γ随之变化。我们先

来确定 丿随 J变化的函数解析式,涨价 r元时 ,每星期少卖 10J件 ,实际卖

出(300— 10J)件 , 销 售 额 为 (60+ J)(300-10J)元 ,买 进 商 品需 付

4O(300-10J)元。因此 ,所得利润

y=(60+J× 300-10J)一 40(3O0 10△ ),

即

y=-10J2+100￡ +6000,

其中,0≤J≤ 30。

根据上面的函数,填空 :

怎样确定 J的  i
取值范围?

当 J=__时 ,丿 最大 ,也就是说 ,在涨价的情况下 ,涨价__元 ,即定

价___元 时 ,利润最大 ,最大利润是      。

(2)在降价的情况下,最大利润是多少?请你参考 (1)的讨论,自 己得

出答案.

由 (D(2)的讨论及现在的销售状况,你知道应如何定价能使利润最大

了吗?
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分析:我们知道,二次函数的图象是抛物线 ,

建立适当的坐标系,就可以求出这条抛物线表示

的二次函数。为解题简便,以抛物线的顶点为原

点,以抛物线的对称轴为 丿轴建立直角坐标系

(图 22.3-3)。

设这条抛物线表示的二次函数为丿=εJ2.

由抛物线经过点(2,— 2),可得

-2=ε ×22,

1
Ω=_Ξ·

这条抛物线表示的二次函数为 y=一
告

J2·

当水面下降 1m时 ,水面的纵坐标为—
3。 请你根据上面的函数解析式求出

这时的水面宽度。

水面下降 1m,水面宽度增加__ m。

复习巩固

1.下 列抛物线有最高·点或最低
`点
吗?如果有,写 出这些

`支
的坐标 :

(1)丿 =一4J2+3J; (2)丿 =3∞ 2+J+6,

探究3

图22.3-2中 是抛物线形拱桥,当 拱顶离

水面 2m时 ,水面宽 4m。 水面下降1m,水
面宽度增加多少?

2,某 种商品每件 的进价为 30元 ,在 某段 时间内若以每件 J元 出售,可 卖 出

(100一贸)件 ,应如何定价才能使利润最大?

图 22.32

图 22.⒊ 3

第二十二章 二次函数 51

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



3.飞机着陆后滑行的距离s(单位:m)关 于滑行的时间彦(单位 :s)的 函数解析

式是 s=60莎 -1.5莎 2。 飞机着陆后滑行多远才能停下来?

4,已知直角三角形两条直角边的和等于 8,两 条直角边各为多少时,这个直角三角

形的面积最大?最大值是多少?

5.如 图,四边形 ABCD的 两条 对 角线 AC,BD互 相 垂直 ,AC+BD=10。 当 AC,
BD的 长是 多少时,四边形ABCD的 面积最大 ?

(第 5题 )

综合运用

6.一块三角形材料如图所示,ZA=30° ,ZC=90° ,AB=12。 用这块材料剪出一个

矩形 CDEF,其 中,点 D,E,F分 别在 BC,AB,AC上 .要使剪出的矩形

CDEF的 面积最大,点 E应选在何处?

7.如 图,点 E,F,G,H分 别位于正方形ABCD的 四条边上。四边形
"GH也

是

正方形.当 j点 E位于何处时,正方形EFGH的 面积最小?

8.某宾馆有sO个房间供游客居住。当每个房间每天的定价为 180元时,房 间会全部住

满;当每个房间每天的定价每增加 10元时,就会有一个房间空闲。如果游客居住

房间,宾馆需对每个房间每天支出⒛元的各种费用。房价定为:多 少时,宾馆利润

最大?

拓广探萦

9.分别用定长为L的线段围成矩形和圆,哪种图形的面积大?为什么?

推测滑行距离与滑行时间的关系

一个滑雪者从山坡滑下 ,为 了得 出滑行距离 s(单位 :m)与 滑行 时间 莎(单 位 :s)

之间的关系式 ,测 得一些数据 (如 下页表 )。
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为观察 s与 莎之间的关系,建立坐标系,以 莎为横坐

标,s为纵坐标,描 出表中数据对应的 5个点,并用平滑

曲线连接它们 (图 D。 可以看出,这条曲线像是抛物线

的一部分,于是,我们用二次函数来近似地表示s与 莎的

关系。

设 s=西2+b彦
+C。 因为当莎=0时 ,s=O,所 以色×

0+3× 0+c=0,得 c=0。

又当莎=1时 ,s=4.5;

解得

这样我们得到二次函数

上面我们根据实际问题

于建立模拟函数描述实际问

认识事物有一定作用。

属

对

这

它
’
是

数

但

间的关系 .
铆

际规律
’

汶

副

崾

与

变

反

述 s
新

灿
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数 学 活 动

(1)观察下列两个两位数的积 (两 个乘数的十位上的数都是 9,个位

上的数的和等于 1O),猜想其中哪个积最大.

91)《 99, 92× 98, ···, 98× 92, 99)《 91。

(2)观察下列两个三位数的积 (两 个乘数的百位上的数都是 9,十位

上的数与个位上的数组成的数的和等于 100),猜想其中哪个积最大。

901× 999, 902× 998, ···, 998〉《902, 999× 9O1。

对于 (1)(2),你能用二次函数的知识说明你的猜想正确吗 ?

(1)如 图 1,在 平面直角坐标 系中,点 A
的坐标是 (0,2)。 在 J轴上任取一‘点M,完 成

以下作图步骤 :

①连接 AM,作 线段 AJV的 垂直平分线 J1,

过点 M作 J轴 的垂 线 J2,记 J1,J2的 交点

为 P。

②在 J轴上多次改变点M的位置 ,用 ①的

方法得到相应的点 P,把这些点用平滑的曲线

连接起来。

观察画出的曲线 L,猜想它是我们 学过的

哪种曲线 .

(2)对于曲线 L上任意一点 P,线段 PA
与 PM有什么关系?设刂点P的 坐标是 (J,γ ),

你能由 PA与 PM的关系得到 J,γ 满足的关系

式吗?你能由此确定曲线L是哪种曲线吗?你得

出的结论与先前你的猜想一样吗?(提示:根据

勾股定理用含 ·,y的式子表示线段 PA的长。)

54 第二十二章 二次函数
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'J、
结

-、 本幸知识结构图

归 纳

抽 象

|

芳
{

i

二次函数
y=纰 2+绌+c

的答案

二、回顾与思考

本章我们首先认识了二次函数,研究了它的图象与性质,然后从函数的角

度对一元二次方程又进行了讨论,最后运用二次函数分析和解决了一些实际

问题。

我们按从简单到复杂、从特殊到一般的顺序,讨论了二次函数的图象和性

质:先讨论函数丿=“2的 图象和性质;再将函数γ=″ 2的 图象上下、左右

平移就得到y=c(J一凡)2+尼 的图象,并观察图象得到性质;又通过配方,将

函数y=ε J2+乙J+c化成y=ε (J一凡)2+尼 的形式,从而把问题转化成已解决

的问题.在此过程中,配方、图象平移等起着重要作用。借助二次函数的图象

得到它的性质,又一次体现了数形结合思想,让我们领悟到几何直观的作用。

二次函数 y=ΩJ2+阮 +c的 图象与J轴 的位置关系,与 一元二次方程

εJ2+衍 +c=O的根的情形有密切联系。如果函数图象与J轴 有公共点,那

么公共点的横坐标就是方程的根。揭示这些联系可以加深对一元二次方程的

认识。

运用二次函数解决实际问题,首先要用二次函数表示问题中变量之间的关

系,然后利用二次函数的图象与性质求解,从而获得实际问题的答案。对此 ,

可以结合本章知识结构图加以体会。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。
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1.举例说明,一些实际问题中变量之间的关系可以用二次函数表示,列 出

函数解析式并画出图象。

2.结合二次函数的图象回顾二次函数的性质,例 如根据抛物线的开口方

向、顶点,说 明二次函数在什么情况下取得最大 (小 )值 .

3.结合抛物线y=εJ2+防+c与 J轴的位置关系,说 明方程Ωr2+防 +c=0
的根的各种情况。

4.在 日常生活、生产和科研中,常 常会遇到求什么条件下可以使材料最

省、时间最少、效率最高等问题,其 中一些问题可以归结为求二次函数的最大

值或最小值。请举例说明如何分析、解决这样的问题。

5.回顾一次函数和二次函数,体会函数这种数学模型在反映现实世界的运

动变化中的作用。

复 习巩 固

1.如图,正方形 ABCD的边长是 4。 E是 AB上一点,F是 AD
延长线上的一点,BE=DF。 四边形 AEGF是 矩形,矩 形

AJGF的 面积丿随BE的 长茁的变化而变化 ,丿 与￡之间的

关系可以用怎样的函数来表示?

某商场第 1年销售计算机 5000台 ,如果每年的销售量比上

一年增加相同的百分率 J,写 出第 3年的销售量 丿关于每年

增加的百分率J的 函数解析式。

选择题。

在抛物线γ==2-4￡ˉ4上的一个j点是 (  )。

(A)(4,4)        (B)(3,— D

(C)(-2,-8) (D) (一告, 一吾)

4.先确定下列抛物线的开口方向、对称轴和顶 J点 ,再描 J点 画图 :

(1)丿 =品2+2茁 -3; (2)丿 =1+6茁一J2;

(3) γ==;`-+2J+1;    (4) y==--去劣2-+J-4.
5.汽 车刹车后行驶的距离s(单位:m)关 于行驶的时间莎(单位 :s)的 函数解析

式是 s=15彦 -6莎 2。

汽车刹车后到停下来前进了多远?

56 第二十二章 二次函数
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第二十三章 旋转

同学们都见过风车吧,它 能在风的吹动下不

停地转动。在我们周围,还能看到许多转动着的物

体,如车轮、水车、风力发电机、飞机的螺旋桨、

时钟的指针、游乐园的大转盘⋯⋯我们就生活在

一个处处能见到旋转现象的世界中。

在数学中,旋转是图形变化的方法之一,应
该怎样描述它呢?它 又有什么性质呢?本章将解

答这些问题。另外,本章还要学习与旋转密切相关

的中心对称知识,并应用平移、轴对称和旋转等

方法进行图案设计,由 此可以加深对图形变化的

综合认识。

让我们一起来探索旋转的奥秘吧
!
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23.1图形的旋转

思考

如图23,1△ ,钟表的指针在不停地转动 ,

多少度?

从 3时到5时 ,时针转动了

如图23.1乇 ,风车风轮的每个叶片在风的吹动下转动到新的位置。

以上这些现象有什么共同特点呢?

我们可以把上面问题中的指针、叶片等看作平面图形。像这样,把一个平

面图形绕着平面内某一点 O转动一个角度,叫做图形的旋转 (rOtation),点 O
叫做旋转中心,转动的角叫做旋转角。如果图形上的点 P经过旋转变为点 P',

那么这两个点叫做这个旋转的对应点。例如,图 23.⒈ 1中 ,时针在旋转,表

盘的中心是旋转中心,旋转角是 60° ,时针的端点在 3时的位置 P与在 5时的

位置 P'是对应J点。

1.请你举出一些现实生活、生产中旋转的实例,并指出旋转中心和旋转角。

2.时钟的时针在不停地旋转,从上午 6时到上午 9时 ,时针旋转的旋转角是多少

度?从上午 9时到上午 10时呢?

3.如 图,杠杆绕支点转动撬起重物,杠杆的旋转中心在哪里?旋转角是哪个角?

图 23.⒈1 图 23.⒈2

9

'
 
 
 
5
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探究

如图23.13,在硬纸板上,挖 一个三角形

洞,再另挖一个小洞O作为旋转中心,硬纸板

下面放一张白纸。先在纸上描出这个挖掉的三

角形图案 (△ABC),然 后围绕旋转中心转动

硬纸板,再描出这个挖掉的三角形(△沮z℃ '),

移开硬纸板。

△A勹℃'是 由∠沮BC绕 点O旋转得到的。

线段 OA与 OA'有什么关系?zAOA'与 zBOB'有 什么关系?△
^BC△AV℃ '的形状和大小有什么关系?

对应点到旋转中心的距离相等。

对应点与旋转中心所连线段的夹角等于旋转角。

旋转前、后的图形全等。

例 如图 23。 ⒈4,E是正方形ABCD中 CD边上任意一点,以点 A为中

心 ,把△ADE顺时针旋转 90° ,画出旋转后的图形。

分析 :关 键是确定△ADE三 个顶点的对应

点,即 它们旋转后的位置。

解 :因为点 A是旋转中心 ,所以它的对应点

是它本身。

正方 形 ABCD中 ,AD=AB,zDAB=
9O° ,所以旋转后点 D与点 B重合。

设点 E的对应点为点 E'.因为旋转后的图形

与旋转前的图形全等 ,所以

zABE′ =zADE=90° ,BE'=DE。

因此 ,在 CB的延长线上取点 E',使 BE'=
DE,则△ABE'为旋转后的图形 (图 23.15)。

60 第二十三章 旋转

l± 质:

彐
′

图 23.⒈ 3

图 23.⒈ 5

还有其他方法吗?

Ⅱ Ⅱ~^咛 吒̈̈ ¨¨̄ ·̈·⋯̈ Ⅱ̈̈ |0’
灬∷

F

:图
23.1-4c
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(第 1题 ) (第 3题 )

如图,用 左面的三角形经过怎样的旋转,可以得到右面的图形?

找出图中扳手拧螺母时的旋转中心和旋转角。

如图,小明坐在秋千上,秋千旋转了 80℃ 请在图中小明身上任意选一J点 P,利

用旋转性质,标 出·点P的对应j点。

(1)这两个j点到旋转中心的距离有怎样的关系?

(2)这两个‘点与旋转中心所连线段的夹角是多少度?

选择不同的旋转中心、不同的旋转角旋转同一个图

案 (图 23。 ⒈6),会出现不同的效果。

图23.1-7的两个旋转中,旋转中心不变,旋转角改

变了,产生了不同的旋转效果。

图 23.⒈ 7 图 23,⒈ 8

图 23.⒈ 6

图 23。 ⒈8的两个旋转中,旋转角不变,旋转中心改变了,产生了不同的

旋转效果。

我们可以借助旋转设计出许多美丽的图案 (图 23.⒈ 9)。

图 23,⒈ 9
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把一个三角形进行旋转 :

(1)选择不同的旋转中心、不同的旋转角 ,

(2)改 变三角形的形状 ,看看旋转的效果。

看看旋转的效果 ;

复习巩固

1,任意画一个△ABC,作 下列旋转 :

(1)以 Ⅰ点A为 中心,把△ABC逆时针旋转 40° ;

(2)以 J点 B为 中心,把△ABC顺时针旋转 60° ;

(3)在Δ⒋BC外任取一‘点为中心,把 A~/lBC顺 时针旋转 120°
;

.(4)以 AC的 中点为中心,把Δ⒋BC旋转 180° .

2,说 出如图所示的压水机压水时的旋转中心和旋转角.

P
(第 3题 )

3.△ABC中 ,AB=AC,P是 BC边上任意一点,以 点 A为 中心,取旋转角等于

ZBAC,把△ABP逆时针旋转,画 出旋转后的图形。   .
4.分别画出A~ABC绕 点O逆时针旋转 90° 和 180°后的图形。

6
C

/

/ /

/
月 B

(第 4题〉

(第 2题 )
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5.下面的图形是由一个基本的图形经过旋转得到的,分别指出它们的旋转中心和旋转角.

(第 5题 )

综合运用

6.把 图中的五角星图案,绕着它的中心 O旋转.旋转角至少为多少度时,旋转后的

五角星能与自身重合?对等边三角形进行类似的讨论 ,

@

(第 6题 )

7.图 中的风车图案,可以由哪个基本的图形、经过什么样的旋转得到?

B

。\l∶∶’
^Ξ冫'

C

(第 8题 )(第 7题 )

8,如 图,用 一个等腰三角形 ,

心,计算旋转角.)

经过旋转 ,制作一个五角星图案 ,

9.如 图,△ABC中 ,zC=90° ,

(1)将 A~ABC绕 J点 B逆时针旋转 90° ,画 出旋转后的三角形 ;

(2)若 BC=3,AC=4,点 A旋转后的对应
`点
为A′ ,求 A饥 的长,

拓广探索

10.如 图,Δ⒋BD,△AEC都是等边三角形。BE与 DC有什

么关系?你能用旋转的性质说明上述关系成立的理由吗?

11.以原j点 为中心,把‘点A(4,5)逆 时针旋转 90° ,得到,点 B.

求·点B的坐标 .

(第 9题 )

(提示 :选择旋转中

(第 10题 )
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23.2中心对称

23.2.1 中心对称

前面我们研究了旋转及其性质,现在研究一类特殊的旋转——中心对称及

其性质。

思考

(1) 女口[囝 23.2-1, 中一个图案绕点O旋转 18O° ,你有什么发现?

A          D

把其

(2)如 图23.2-2,线 段AC,BD相交于点O,OA=∝ ,oB=OD,
把△OCD绕点O旋转 18O° ,你有什么发现?

图 23,2-2

@

图 23.21

可以发现,图 23.21中的一个图案旋转后两

个图案互相重合;图 23.2-2中 ,旋转后△∝ D
也与△OAB重合。像这样,把一个图形绕着某一

点旋转 180° ,女口果它能够与另一个图形重合,那

么就说这两个图形关于这个点对称或中心对称
(central symmetry),这 个点叫做对称中心 (简称

中心)。 这两个图形在旋转后能重合的对应点叫做

关于对称 中心的对称点。例如,图 23.2-2中

△OCD和△oAB关于点O对称,点 C与点A是
关于点O的对称点。

如图 23.2-3,三角尺的一个顶点是 O,以点

O为中心旋转三角尺,可以画出关于点 O中心对

称的两个三角形 :

64 第二十三章 旋转

你还能指 出其

他对称 J点 吗 ?
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第一步,画出△ABC;

第二步,以 三角尺的一个顶点 O为 中心,把 三角尺旋转 180° ,画

出AA臼℃
′

;

第三步,移开三角尺。

因为中心对称的两个三角形可以互相重合,所以△ABC与△A勹℃
′
是全

等三角形。

因为点 A'是点A绕点O旋转 180°后得到的,线段 oA绕点O旋转 180°得

到线段oA',所以点 O在线段AA'上 ,且 oA=OA′ ,即点0是线段AA′的中

点。同样地,点 0也是线段 BB′和 CC′的中点。

(2)

图 23,2-3

C′

(3)

而且被对称

中心所平分,

中心对称的两个图形是全等图形。

例 1 (1)如 图 23.2-4,选择点 0为对称中心,画出点A关于点0的对

称点A';

(2)如图23.2-5,选择点0为对称中心,画出与△ABC关于点0对称的

△A勹℃'。

称的性质 :

称的两个图形,对称点所连线段都经过对称中心,

o

图 23.2-4

解:(1)如 图 23.26,连接 AO,

可以求得点A关于点O的对称点A′。

●̂
ν

图 23.2-5

在 Ao的延长线上截取 0A′ =OA,
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(2)如图 23.27,作出A,B,C三 点关于点 O的对称点A',B',C',

依次连接 A勹',B℃',c⒕ ',就可得到与△ABC关于点O对称的△A勹℃'。

·~~^B~—
吖-⋯ ~~

图 23.26 图 23.27

1.分别画出下列图形关于点 O对称的图形。

(第 1题 )

2,图 中的两个四边形关于某·点对称 ,

(第 2题 )

找出它们的对称中心 .

".2.2 
中心对称图形

思考

(1)如 图23.2-8,将线段AB 绕它的中点旋转 180° ,你有什么发现?

A               B

图 23.2~8                  图 23.29

(2)如 图23.29,将JAB∞ 绕它的两条对角线的交点O旋转 18σ ,

你有什么发现?
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可以发现,线段AB绕它的中点旋转 180°后与它本身重合,口ABCD绕它

的两条对角线的交点O旋转 180°后与它本身重合,像这样,把一个图形绕着某

一个点旋转 18O° ,如果旋转后的图形能够与原来的图形重合,那么这个图形

叫做中心对称图形 (central ksymm∝ry伍gure),这个点就是它的对称中心。

由上可得,线段、平行四边形都是中心对称图形。

中心对称图形的形状通常匀称美观,我们在

自然界中可以看到许多美丽的中心对称图形 (图

23.21O(1)),在很多建筑物和工艺品中也常采用

中心对称图形作装饰图案 (图 23.2-10(2))。 另

外,由于具有中心对称图形形状的物体,能够在

所在的平面内绕对称中心平稳地旋转,所以在各

种机器中要旋转的零部件的形状常设计成中心对

称图形,如水泵叶轮等 (图 23,21O(3))。

(2)

图 23.210

在我们学过的图形中,你能说出一些中心对称图形吗?

在以下的图案中,哪些是中心对称图形?再举出几个自然界以及生活、生产中

中心对称图形的实例 .

线段、平行四

边形的对称 中心分

别是什么?

(第 2题 )
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⒛.2.3 关于原点对称的点的坐标

探究

如图23,2-11,在直角坐标系中,作 出

下列已知点关于原点0的对称点,并写出它

们的坐标。这些坐标与已知点的坐标有什么

关系?

A(准 ,0),B(0,-3),C(2,1),
D(-1,2),E(-3, -4)。

即点 P(J,y)关 于

例 2 如图23.2-12所示,利用关于原点对称的点的坐标的关系,作出与

Δ⒋BC关于原点对称的图形。

图 23.2-12                    图 23.2-13

解:点 P(ε ,y)关于原点的对称点为 P'(— J,一丿),因此△ABC的
三个顶点 A(-4,1),B(-1,-1),C(-3,2)关 于原点的对称点分别为

A'(吐 ,— D,B′ (1,D,C′ (3,-2),依次连接 A勹 ',B℃',c饥′
,就可

得到与△ABC关于原点对称的△A勹℃'(图 23.2-13)。

反相号符标坐的们它

)
.y

时
’
 
~

斓
〓

点

“

厦
〓
Ρ

于

为

关

点

图 z3.211

10 12345另

》
^1

图 23.2-12
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厂
'⑾ -

2
 
 
 

⒊

1.下 列各‘点中哪两个·点关于原,点 O对称?

A(-5,ω ,B⑽,⒛ ,C(2,— D,D(2,ω ,E⑩ ,5),F(— 2,

写出下列各点关于原点的对称点 A′ ,B′ ,C′ ,D′的坐标 :

A(3, 1),B(-2,3),C(— 1, -2),D(2, —
3)。   ^

如图,已知点A的 坐标为 (-2褥 ,2),点 B的 坐标为

(-1,一 茯” ,菱形 ABCD的 对角线交于坐标原点 O。

求 C,D两 点的坐标。

红习巩固

1.分别画出下列图形关于J聂 O对称的图形。

2.下 列图形是中心对称图形吗?

D,G(-2,— 1)。

(第 3题 )

风轮叶片

正六边形

(第 2题 )

三叶风扇

正三角形
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3.四边形ABCD各顶点坐标分别为 A(5,ω ,B(-2,
作 出与四边形 ABCD关 于原点对称的图形。

4.已知点 A(Ω ,D与 点 A'(5,乙 )关 于原点对称 ,

综合运用

3),C(-1,ω ,D(-1,-5),

求曰,D的值。

5.如图,O1,O2分 别是两个半圆的圆心,这个图形是中心对称图形吗?如果不是 ,

请说明理由;如果是,请指出对称中心.

(第 5题 ) (第 6题 )

已知MBC,能 否通过平移、轴对称或旋转,得到另一个三角形,使得这两个三

角形能够拼成一个以AC,AB为 邻边的平行四边形?           ·

如图,能否通过平移、轴对称或旋转,由△ABC得到△DEC?

拓广探索

8.如 图,过菱形对角线交点的一条直线 ,∶ 把菱形分成了两个梯形,这两个梯形全等

吗?为什么?

ZI巳
(第 9题 ) (第 10题 )

9.如 图,由两个全等的梯形可以拼成一个菱形吗?符合什么条件的两个全等梯形可

以拼成一个菱形?

10.如图,MDE和 △BCF是□ABCD外的两个等边三角形,用旋转的知识说明

△
^DE和

△B‘

'成
中心对称.
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信息技术应用

探索旋转的性质

利用计算机中的画图软件可以探索以下问题。

探索旋转的性质

任意画一个图形,作 出这个图形绕某一点O旋转某个角度后的图形 (图 1)。 改变点

O的位置,或者改变其中一个图形的位置,再对这个图形作旋转,观察每组图形中对应点

与旋转中心所连线段有什么关系,以及对应点与旋转中心连线所成的角有什么关系。

图 2

利用旋转设计图案

例如,利 用旋转画一朵花 (图 2).

第一步 先画出一个花瓣和花心,双 击花

`心
点 (标记旋转中心);

第二步 执行菜单中的旋转命令,输入适

当的角度 (如 45°),进行旋转 ;

第三步 重复第二步作出多个花瓣,得到

一朵花的图案。

探索关于原点对称的点的坐标的关系

画一个AABC,以 原点为中心作中心对称 ,

得到△沮
′
B′C'(图 3),度量点 A,A′ 的坐标 ,

观察它们的坐标有什么关系;再度量点 B,B′

的坐标,观察它们的坐标有什么关系,

改变AABC的位置,度量点A,A′ 的坐标 ,

观察它们的坐标有什么关系;再度量点 B,B'

的坐标,观察它们的坐标有什么关系,

-5 -4-3-2- X

图 3

图 1
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23.3课题学习 图案设计

我们可以利用平移、

们的组合进行图案设计。

轴对称和平移得到的。

轴对称和旋转中的一种进行图案设计,还可以利用它

例如,图 23.3-1中 的图案就是由   经过旋转、

图 23,31

以点 O为旋转中心将。  逆时针旋转 9O°三次作出图 23.3-2,然后以 J

为对称轴作出图 23.33。 平移图 23.3-3就可以作出图 23.31中的图案。

图 23.32 图 23,33

你能搜集一些利用平移、轴对称和旋转的组合设计的图案吗?你能利用平

移、轴对称和旋转的组合设计一些图案吗?试试看,并与同学互相交流。
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阅读与思考

旋转对称

为什么像螺母、扳手、罐头等物体的某些部分的形状呈正多边形 (图 1)?这是因为 ,

正多边形具有一种重要性质——旋转对称 ,

图 1

把正 ″边形绕着它的中心旋转
茎￡

的整数倍后所得 的正 m边形 与原正 m边形重合。我
彳

们说,正 ″边形关于其中心有茎￡的旋转对称。一般地,如果一个图形绕着某点O旋转角

α后所得到的图形与原图形重合 ,则称此图形关于点 O有角α的旋转对称。图 2是具有旋

转对称性质的一些图形。

如果一个图形是中心对称图形,则把它绕对称中心旋转 180°后所得图形与原来图形重

合,所 以,中 心对称图形关于其对称中心有 180° 的旋转对称。

圆关于圆心有任意角的旋转对称,许 多物体呈圆形就是应用了圆的这种性质.当 我们

用一个扳手扳转一个正六边形螺母时,要应用正六边形关于其中心有 60° 的整数倍的旋转

对称,也要应用圆关于圆心有任意角的旋转对称.我们观察一下,许 多旋转着的物体都应

用了圆的旋转对称性质。圆的这个性质给我们的生活和生产带来了很多的方便。以后学习

了圆的更多知识后,你对圆的这个性质会有更加深刻的认识.
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数 学 活 动

在平面直角坐标系中,点 A的 坐标是 (— 3,2),作 j点 A关于J轴的

对称J聂 ,得到·点B,再作点B关于y轴的对称点,得到.聂 C。 点A与 J点 C

有什么关系?如果,点 A的 坐标是 (J,丿 ),点 A与
`点
C也有同样关系吗?

你能用本章知识解释吗?

把 J羔 P(σ ,y)绕原
`点

分别顺时针旋转 9O° ,180° ,27O° ,360° ,点 P
的对应

`点
的坐标分别是什么?将结果填入下表 .
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'J、
结

-、 本革知识结构图

L浑f曳望扌L¨ |

蕨

|

二、回顾与思考

在现实生活中,旋转现象是普遍存在的。在同一平面内,一个平面图形绕

着某一点转动一个角度,就是平面图形的旋转。中心对称是旋转的特殊情况 :

把一个图形绕某一点旋转 18σ得到的图形与原图形中心对称;如果把一个图形

绕某一点旋转 180°后所得图形能与原图形重合,则 这个图形就是中心对称图

形。旋转后的图形与原图形全等,即 旋转与平移、轴对称一样,都 是保持全

等关系的图形变化。旋转和中心对称的知识在生产和生活中有广泛的应用。

我们还可以从数量角度来刻画中心对称。在平面直角坐标系中,与 点

P(J,y)关 于原点对称的点是 P'(—J,-γ )。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.你 能举出一些平面图形旋转的实例吗?平面图形的旋转有哪些性质?

2.中 心对称图形有什么特点?你能举出一些中心对称图形的例子吗?中 心

对称图形有哪些应用价值?

3.在平面直角坐标系中,关 于原点对称的点的坐标有什么关系?

4.你能否综合应用平移、轴对称和旋转的组合设计一个图案?

中心对称图形
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复习巩固

1.如 图,把 Rt△ABC以 饣点S为 中心顺时针旋转 30° , 画出旋转后的图形。

s

(第 1题 )

2.如图,上面的图案是由什么基本图案经怎样的旋转得到的?

3.在 美术字中,有些汉字或字母是中心对称图形。下面的汉字或字母是中心对称图

形吗?如果是 ,请标出它们的对称中心。

综合运用

4.已知线段 AB,用 平移、轴对称或旋转完成以下各题 :

(1)画 出一个以这条线段为一边的正方形 ;

(2)画 出一个以这条线段为一边的等边三角形 ;

(第 6题 )

6.能否通过平移、轴对称和旋转把右边倾斜的树放在左边直立的位置?

(3)画 出一个以这条线段为一边,一个内角是 30° 的菱形 ,

5.如图,△ABC和△ECD都是等边三角形,△EBC可 以看作是△D/lC经 过平移、

轴对称或旋转得到。说明得到△EBC的过程.

B         C      D
(第 5题 )

A-__— _-B
(第 4题 )

(第 2题 )

(第 3题 )
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Nc
(第 7题 )
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第二十四章

圆是常见的几何图形,圆 形物体在生活中随

处可见。圆也是一种羡丽的图形,具有独特的对称

性,无论从哪个角度看,它都具有同一形状。十五

的满月、圆圆的月饼象征着圆满、团圆、和谐。古

希腊数学家毕达哥拉斯认为:“一切立体图形中最

羡的是球 ,一切平面图形中最美的是圆。”

本章我们将在前面学习的基础上,进一步认

识圆,学 习与圆有关的线段和角的性质,研究点

和圆、直线和圆、圆和正多边形之间的关系,并

用圆的有关知识解决一些实际问题。
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24.1圆 的有关性质

24.1.1  圆

圆是常见的图形,生活中的许多物体都给我们以圆的形象 (图 24。 ⒈1)。

图 24。 ⒈1

我们在小学已经对圆有了初步认识。如图 24。 ⒈2,观察画圆的过程,你

能说出圆是如何画出来的吗?

图 24。 ⒈2 图 24.⒈ 3

如图 24。 ⒈3,在一个平面内,线段 OA绕它固定的一个端点O旋转一周 ,

另一个端点 A所形成的图形叫做圆 (山 cle)。 其固定的端点 O叫做 圆心
(center of a circle),线 段 OA叫做半径 (radius)。
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以点 O为圆心的圆,记作⊙O,读作
“
圆 O∴

从图 24。 ⒈2画圆的过程可以看出 :

(1)圆上各点到定点 (圆 心 O)的距离都等

于定长 (半径 r);

(2)到定点的距离等于定长的点都在同一个

圆上。

因此 ,圆心为 O、 半径为 r的 圆可以看成是

所有到定点 O的距离等于定长 r的点的集合。

例 l 矩形 ABCD的对角线AC,BD相 交于

点 O,求证 :A,B,C,D四 个点在以点 O为圆

心的同一个圆上。

证明:∵  四边形 ABCD为矩形 ,

∴ OA=∝ =:AC,O:=OD=:BD,

AC=BD。

∴ OA=OC=OB=OD。
∴ A,B,C,D四 个点在以点 O为圆心 ,

OA为半径的圆上 (图 24。 ⒈4)。

连接圆上任意两点 的线段 叫做弦 (chord),

经过圆心的弦叫做直径 (山ameter)。 如图 24。 ⒈5

中,AB,AC是 弦,AB是直径。

圆上任意两点 间的部分 叫做 圆弧 ,简称 弧

(arc)。 以A,B为 端点的弧记作AB,读作
“
圆

弧 AB” 或
“
弧 AB”。圆的任意一条直径的两个

端点把 圆分成 两条 弧 ,每一 条 弧都 叫做 半 圆

(semi-circle)。

能够重合的两个圆叫做等圆。容易看出:半

径相等的两个圆是等圆;反过来 ,同圆或等圆的

半径相等。在同圆或等圆中,能够互相重合的弧

叫做等弧。

战国时的 《墨经》

就有
“
圆,一 中同长

也
”

的记载.它 的意思

是圆上各·点到圆心的距

离都等于半径。

大于半圆的弧 (用

三 个 点 表 示,如 图

⒛.1-5中 的ABC)叫 做

优弧;小 于半 圆的弧

(如 图 24.⒈ 5中 的AC)

叫做劣弧。

图 2⒋ ⒈4

图 24,⒈ 5

80 第二十四章 圆

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



/'⑾
-

1.如何在操场上画一个半径是 5m的 圆?说出你的理由,

2.你见过树木的年轮吗?从树木的年轮 ,可 以知道树木的

年龄。把树干的横截面看成是圆形的,如果一棵 ⒛ 年树

龄的树的树干直径是 23cm,这棵树的半径平均每年增加

多少?

3.AABC中 ,ZC=90℃ 求证:A,B,C三 点在同一个圆上.

四.1.2 垂直于弦的直径

前面,我们学习了与圆有关的一些概念,接下来研究圆的性质。

探 究

剪一个圆形纸片,沿着它的任意一条直径对折,重 复做几次,你发现

了什么?由 此你能得到什么结论?你能证明你的结论吗?

通过探究可以发现,圆是轴对称图形,任何一

条直径所在的直线都是圆的对称轴。下面我们来证

明这个结论。

要证明圆是轴对称图形,只需证明圆上任意一

点关于直径所在直线 (对称轴)的对称点也在圆

上。如图 24.⒈ 6,设 CD是⊙O的任意一条直经 ,

A为⊙O上点 C,D以外的任意一点。过点 A作
AA'⊥ CD,交 ⊙O于 点 A',垂 足为 M,连 接

OA, OA′。

在△OAA'中 ,

·r  OA==oA′ ,

∴ △OAA′是等腰三角形。

又 九√⊥CD,

∴ AM=MA'。

即CD是 AA'的垂直平分线。这就是说,对于圆上任意一点 A,在圆上都

有关于直线 CD的对称点A',因此⊙O关于直线CD对称。即

图 24。 ⒈6
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圆是轴对称图形 .任何一条直径所在直线都是圆的对称轴 ,

从上面的证明我们知道 ,如果⊙O的直径 CD垂直于弦AA',垂足为 M,

那么点 A和点 A′ 是对称点,把 圆沿着直径 CD折叠时 ,点 A与点 A'重合 ,

AlV与 Aπ 重合 ,AC,AD分 别-iA'C,AV重合。

因此 ,AM=A饥 f,AC=A′c,AD=A′D。

即直径 CD平分弦AA',并且平/,AA',AG⒋
'。

这样 ,我们就得到垂径定理
x:

垂直于弦的直径平分弦日并且平分弦所对的两条弧 ,

进一步 ,我们还可以得到推论 :

平分弦 (不是直径)的直径垂直于弦 .并且平分弦所对的两条弧 ,

例 2 赵州桥 (图 24。 ⒈7)是我国隋代建造的

石拱桥 ,距今约有 1⑽0年的历史 ,是我国古代人

民勤劳与智慧的结晶。它的主桥拱是圆弧形 ,它的

跨度 (弧所对的弦的长)为 37m,拱高 (弧 的中

点到弦的距离)为 7.23m,求赵州桥主桥拱的半

径 (结果保留小数点后一位 )。

分析 :解决此问题的关键是根据赵州桥的实物

图画出几何图形。

解 :如图 24。 ⒈8,用AB表示主桥拱 ,设AB
所在圆的圆心为 O,半径为 R.

经过圆心 O作弦AB的垂线 ∝ ,D为 垂足 ,

∝ 与AB相交于点 C,连接 OA.根据垂径定理 ,D
是AB的中冫点’C是⒋B的 中点 ,CD就是拱高。

由题设可知

AB=37cm,CD=7.23cm,
所以

AD=:A:=:× 37=1:· 5(clm),

x垂径定理的探索与证明为选学内容 ,
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曰
阝

OD=OC— CD=R-7.23。

在 Rt△OAD中 ,由勾股定理 ,得

OA2=AD2+OD29

R2=18.52+(R-7.23)2

解得

R≈ 27.3(m)。

因此 ,赵州桥的主桥拱半径约为 27.3m。

如图,在⊙O中 ,弦 AB的 长为 8cm,圆心 O到 AB的 距离为 3cm。 求⊙O的

半径。

(第 1题)                    (第 2题 )

如图,在⊙O中 ,AB,丿℃ 为互相垂直且相等的两条弦,OD⊥AB,OE⊥ AC,

垂足分别为 D,E。 求证 :四边形 ADOE是 正方形。

四 .1.3 弧、弦、圆心角

探究

剪一个圆形纸片,把 它绕圆心旋转 180° ,所得的图形与原图形重合

吗?由此你能得到什么结论?把 圆绕圆心旋转任意一个角度呢?

实际上,圆是中心对称图形,圆心就是它的对称中心。不仅如此,把圆绕

圆心旋转任意一个角度,所得的图形都与原图形重合。利用这个性质,我们还

可以得到圆的其他性质。

我们把顶点在圆心的角叫做圆心角 (∞ntral anglΘ 。现在利用上面的性质
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来研究在同一个圆中, 圆心角及其所对的弧、弦之间的关系.

思考

如图 24。 19,⊙O中 , 当圆心角zAOB=
zA0B'时 ,它 们所对的弧AB和AV'、 弦AB和
A勹 '相 等吗?为 什么?

我们把zAOB连 同AB绕圆心 O旋转 ,使射线 OA与 Ω√重合 ,

∵ zAOB=zA'OB',
∴ 射线 OB与 OB′重合。

又 OA=OA',OB=oB',
r.点 A与 A′重合 ,点 B与 B'重合。

因此 ,AB与A勹 '重合 ,AB与 A勹 '重合.即 AB=AV',AB=A勹 ′

这样 ,我们就得到下面的定理 :

在同圆或等圆中,相等的圆心角所对的弧相

等 ,所对的弦也相等 .

同样,还可以得到:             ∫

在同圆或等圆中,如果两条弧相等 ,那么它  ∫

们所对的圆心角相等 ,所对的弦相等 ;      、

在同圆或等圆中,如果两条弦相等 ,那么它

们所对的圆心角相等 ,所对的弧相等 .

例 3 如图 24.⒈ 10,在⊙O中 ,Ai3=AC,

zACB=60℃ 求证 :zAOB=zB(￡ =zA(￡。

证明 :∵  AB=AC,
∴ AB=AC,MBC是 等腰三角形。

又 zACB=60° ,

∴ △ABC是等边三角形 ,AB=BC=G⒋ 。

∴ zAOB=zBOC=zA∝ 。

同圆或 等 圆 中 ,

两个圆心角、两条弧、

两条弦中如果有一组

量相等,则 它们所对

应的其余各组量有什

l么 关系?

图 24.⒈ 9
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1.如图,AB,CD是 ⊙O的 两条弦。

(1)如果 AB=CD,那 么

(2)如果 AB=CD,尹 阝么

(3)如果ZAOB=ZCOD, 男阝么

(4)如果 AB=CD,OE⊥ AB,OF⊥ CD,垂 足分别为 E,F,OE与 OF相等

吗?为 什 么?

、 2.如图,AB是 ⊙O的直径 ,BC=CD=DE,ZCOD=35° .求ZAOE的 度数 .

24.1.4 田周角

在圆中,除 圆心角外,还有一类角 (如 图

⒛。⒈11中 的zACB),它的顶点在圆上,并且两

边都与圆相交,我们把这样的角叫做圆周角 (angk

in a circular segment).

如图 24。 ⒈11,连接 AO,BO,得 到圆心角

zAoB。 可以发现,zACB与zAOB对着同一条

弧⒋B,它们之间存在什么关系呢?下面我们就来

研究这个问题。

探究

分别测量图 2吐。⒈11中 AB所对的圆周角zACB和 圆心角zAoB的
度数,它 们之间有什么、关系?

在⊙O上任取一条弧,作 出这条弧所对的圆周角和圆心角,测 量它

们的度数,你能得出同样的结论吗?由此你能发现什么规律?

(第 1题 ) (第 2题 )

图 24。 ⒈ 11
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可以发现,同弧所对的圆周角、的度数等于这

条弧所对的圆心角的度数的一半。

如图 24。 ⒈12,为了证明上面发现的结论,在

⊙O任取一个圆周角zBAC,沿 Ao所在直线将

圆对折,由于点A的位置不同,折痕会 :

(1)在圆周角的一条边上 ;

(2)在圆周角的内部 ;

(3)在圆周角的外部。

(1)

我们来分析第 (D种情况。

圆心 O在zBAC的一条边上。

(2)

图 24.⒈ 12

女口z囝 24.1-12(l),

笠哀琶Ξ午Ξ
C卜

z肛咭z:∝·
对于第 (2)(3)种 情况 ,可以通过添加辅助

线 (图 24。 ⒈12(2)(3)),将它们转化为第 (1)

种情况 ,从而得到相同的结论 (请你 自己完成证

明)。

这样 ,我们就得到圆周角定理 :

一条弧所对的圆周角等于它所对的圆心角的

一半 ,

进一步 ,我们还可以得到下面的推论 (请你

自己完成证明):

同弧或等弧所对的圆周角相等。

半圆 (或直径 )所对的圆周角是直角 ,90° 的

圆周角所对的弦是直径 (图 ⒛。⒈ 13)。

利用一些计算机软

件,可以很方便地度量圆

周角、圆心角,有条件的

同学可以试一下。

符号
“→”

读作
“
推出

”
,“A◇B” 表示

由条件A推 出结论 B.

图 24,⒈ 13
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例 4 如图 24。 ⒈14,⊙O的直径AB为 10cm,

弦 AC为 6cm,zACB的 平分线交⊙O于点D,求
BC,AD,BD的 长。

解 :如图 24。 ⒈15,连接 oD。

∵ AB是 直径 ,

∴ zACB=zADB=90° 。

在 Rt△ABC中 ,

BC=√饫B2~AC2=^v/′ 1o2~62=8(cm),

∵ CD平 分zACB,
∴ zACD=zBCD,
∴ zAOD=zBOD。
∴ AD=BD。

又 在 Rt△ABD中 ,

AD2+BD2=AB2,

'。

AD=BD=蜉 A:=蜉 ×10=5萜 (crn),

如果一个多边形的所有顶点都在同一个圆上 ,这

个多边形叫做圆内接多边形 ,这个圆叫做这个多边形

的外接圆。如图 24。 ⒈16,四边形 ABCD是⊙O的内

接四边形 ,⊙O是四边形ABCD的外接圆。

思考

圆内接四边形的四个角之间有什么关系?

因为圆内接四边形的每一个角都是圆周角,所以我

们可以利用圆周角定理,来研究圆内接四边形的角之间

的关系,

如图 24。 ⒈17,连接 OB,OD,
∵ zA所 对的弧为BCD,zC所对的弧为BAD,

又 BCD和BAD所对的圆心角的和是周角 ,

D
图 24.⒈ 14

D
图 24,⒈ 15

图 24。 ⒈16

图 24.⒈ 17
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∴zA+ZC=呷 =⒙吱
同理 zB+zD=18O°。

这样 ,利用圆周角定理 ,我们得到圆内接四边形的一个性质 :

圆内接四边形的对角互补 .

4.

1.判 断下列图形中的角是不是圆周角,并说明理由 :

如图,圆 内接四边形 ABCD

这些角中哪些相等?为什么?

(第 2题 )

如图,OA,OB,OC都 是 ⊙O的 半径 ,

乙zBAC。

如图,你能用三角尺确定一张圆形纸片

一 下。

5.如图,四边形 ABCD内 接 于⊙O,

ZADE的 度数 ,

(3)

(第 1题 )

的对 角线 AC,

(4)

BD把 它的 4个 内角分成 8个角 ,

(第 3题 )

ZAOB=2ZB∝ .求证 :ZACB=

的圆心吗?有几种方法?与 同学交流

(第 5题 )

E为 CD延长线上一点。若ZB=110° ,求

(第 4题 )

`
 
 
 
8

`
 
 
 
 
8

第二十四章 圆

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



复习巩固

1.求证 :直径是圆中最长的弦.

2,如 图,在半径为 50mm的⊙O中 ,弦 AB长 50mm。 求 :

(D ZAOB的 度数 ;

(2)点 O到 AB的距离。

(第 2题)                    (第 3题〉

3,如图,⊙O中 ,AB=AC,zC=75° 。求ZA的 度数。

4.如 图,AD=BC,比 较j⒋B与CD的长度 ,并证明你的结论。

(第 4题)                    (第 5

5.如图,⊙O中 ,OA⊥BC,ZAOB=50℃ 求ZADC的 度数 .

6.如图,用 直角曲尺检查半圆形的工件 ,哪个是合格的?为什么?

7,求证:圆

综合运用

8.如下页图

(第 6题 )

内接平行 四边形是矩形。

是一个隧道的横截面,它 的形状是以J点 O为 圆心的圆的一部分.如果M

(第 5题 )
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是⊙O中 弦CD的 中点,EM经过圆心O交圆O于
`点
E,并且 CD=4m,E卜r=

6m。 求⊙O的 半径 .

(E9 '1‘f  D
(第 8题 )

9,如图,两个圆都以
`点
O为 圆心,大圆的弦AB交小圆于C,D两 点,求证:AC=BD,

10.⊙O的半径为 13cm,'钥 ,∞ 是⊙O的 两条弦,AB∥CD,AB=24cm,CD=
10cm。 求 AB和 CD之间的距离,

11.如 图,AB,CD是 ⊙O的 两条平行弦,MN是 AB的 垂直平分线.求证 :MN垂
直平分 CD.

Ⅳ

(第 11题 )

如 图,一 条公路 的转 弯处是 一段 圆弧 (AB),点 O是 这段 弧 所在 圆的 圆心 .

AB=300m,C是 ⒋B上一 J点 ,∝ ⊥AB,垂 足为 D,CD=45m,求 这段 弯路 的

半径 ,

如图,A,B是 ⊙O上 的两点,ZAOB=120° ,C哭⒕B的 中J点 .求证 :四 边形

OACB是菱形 ,

B
(第 13题 )

14,如 图,A,P,B,C是 ⊙O上的四个 )点 ,

的形状,并证明你的结论 ,

(第 14题 )

z/APC=ZCPB=60° .半刂断△ABC

(第 9题 )

(第 12题 )
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拓广探索

15.如 图,AB和 CD分别是⊙O上的两条弦,圆 心 O到 它们

的距离分别是OM和 ON。 如果AB>CD,OM和 ONY的 大

小有什么关系?为什么?

16.如图,铁路 MN和公路PQ在‘点O处交会,zQON=30° ,

在 .点 A处有一栋居民楼,AO=⒛ 0m.如 果火车行驶时 ,

周围 200m以 内会受到噪声的影响,那 么火车在铁路 MN
上沿ON方向行驶时,居 民楼是否会受到噪声的影响?如

果火车行驶的速度为 72km/h,居 民楼受噪声影响的时间

约为多少秒 (结果保留小数·点后一位)?

(第 15题 )

(第 16题)                   (第 17题〉

17.如 图,一个海港在XY范 围内是浅滩.为 了使深水船只不进入浅滩,需要测量船

所在的位置与两个灯塔的视 角ZXPY,并 把 它与 已知的危险角ZXzY(XY上

任意一 `点
z与 两个灯塔所成的角)相比较 ,航行 中保持ZXPY(ZXzY。 你知

道这样做的道理吗 ?

(第 16题 )
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24。 2点和圆、直线和圆的位置关系

24.2.1 点和圆的位置关系

问题 我国射击运动员在奥运会上屡获金牌,为祖国赢得荣誉。图 24.21

是射击靶的示意图,它是由许多同心圆 (圆心相同、半径不等的圆)构成的,

你知道击中靶上不同位置的成绩是如何计算的吗?

解决这个问题,需要研究点和圆的位置关系。

图 24.21

我们知道 ,圆上所有的点到圆心的距离都等于半径。

的半径为 r,点 A在圆内,点 B在圆上 ,点 C在圆外。

OA<r,OB=r,OC)丫 。

反过来 ,如果 OA<r,OB=r,OC)r,则
可以得 到点 A在 圆 内,点 B在 圆上 ,点 C在
圆夕卜。

设⊙O的半径为 r,点 P到圆心的距离 OP=
d, 则有 :

点 P在圆外㈡〃>厂 ;

点 P在圆上㈢〃=厂 ;

点 P在圆内㈠丿(r.

射击靶图上,有一组以靶心为圆心的大小不同的圆,它们把靶图由内到外

分成几个区域,这些区域用由高到低的环数来表示,射击成绩用弹着点位置对

应的环数表示。弹着点与靶心的距离决定了它在哪个圆内,弹着点离靶心越

近,它所在的区域就越靠内,对应的环数也就越高,射击成绩越好。
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图 24,22

女口图 24.22,设 ⊙O
容易看出 :

~ˉ
·
·

符 号
“
㈠”

读 作
“
等价于

”,它表示从符

号
“
㈠”

的左端可以推

出右端,从右端也可以

推出左端。
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探究

我们知道,已 知圆心和半径,可 以作一个圆.经过一个已知点A能不

能作圆,这样的圆你能作出多少个?经过两个已知点A,B能 不能作圆?

如果能,圆心分布有什么特点?

作圆的关键是确定圆心的位置和半径的大小。对于经过已知点作圆的问

题,当圆心确定后,半径也就随之确定,这时作圆的问题就转化为确定圆心的

问题。因此,经过一个点A作圆,只要以点 A以外任意一点为圆心,以这一

点与点A的距离为半径就可以作出,这样的圆有无数个 (图 24.23(1))。 经

过两点A,B作圆,由 于所作圆的圆心到 A,B两点的距离相等,所以圆心

在线段AB的垂直平分线上,这样的圆也可以作出无数个 (图 24.23(2))。

图 24.23

思考

经过不在同一条直线上的三个点A,B,C能 不能作圆?如果能,如

何确定所作圆的圆心?

对于经过不在同一条直线上的三点作圆的问

题,因为所求的圆要经过A,B,C三 点,所以圆

心到这三点的距离要相等。因此,这个点既要在线

段AB的垂直平分线上,又要在线段 BC的垂直平

分线上.如图 24.24,分别作出线段 AB的垂直平

分线J1和线段 BC的垂直平分线J2,设它们的交点

为 O,则 0⒋=OB=∞ .于是以点 O为圆心,OA 图 24.2奎
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(或 OB,OC)为半径,便可作出经过A,B,C三 点的圆。因为过A,B,C
三点的圆的圆心只能是点o,半径等于 oA,所以这样的圆只有一个,即

不在同一条直线上的三个点确定一个圆。

由图24.2-4可 以看出,经过三角形的三个顶点可以作一个圆,这个圆叫

做三角形的外接圆 (circumcirclΘ ,外接圆的圆心是三角形三条边的垂直平分

线的交点,叫做这个三角形的外心 (circumcenter)。

思考

经过同一条直线上的三个点能作出一个圆吗?

如图 24.2-5,假设经过同一条直线 J上的A,

B,C三点可以作一个圆。设这个圆的圆心为 P,

那么点 P既在线段AB的垂直平分线z1上 ,又在

线段 BC的垂直平分线 J2上 ,即点 P为 J1与 J2的

交点,而 J1⊥ J,J2⊥J,这与我们以前学过的
“
过

一点有且只有一条直线与已知直线垂直
”

矛盾。所

以,经过同一条直线上的三个点不能作圆。

△

上面证明
“
经过同一条直线上的三个点不能作圆

”
的方法与我们以前学过

的证明不同,它不是直接从命题的已知得出结论,而是假设命题的结论不成立

(即假设经过同一条直线上的三个点可以作一个圆),由 此经过推理得出矛盾 ,

由矛盾断定所作假设不正确,从而得到原命题成立。这种方法叫做反证法。

在某些情形下,反证法是很有效的证明方法。例如,可以用反证法证明平

行线的性质
“
两直线平行,同位角相等

”。
兴

如图⒛。2-6,我们要证明:如果 AB∥CD,那
么z1=z2。 假设z1≠z2,过点 O作直线AV', 1∶

使zEOB'=z2.根据
“
同位角相等,两直线平

行
”,可得 A勹 '∥ CD。 这样,过点 O就有两条直 c

线AB,A勹 '者阝平行于CD,这与平行公理
“
过直

线外一点有且仅有一条直线与已知直线平行
”
矛盾。

*此平行线性质定理的证明为选学内容。
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这说明假设z1≠z2不正确,从而z1=z2。

1.

3.如图, CD

圆`心 ?

画出由所有到已知‘点O的距离大于或等于 2cm,

成的图形。

体育课上 ,小 明和小丽的铅球成绩分别是 6。 4m
别落在图中哪个区域内?

(第 2题 )

所在的直线垂直平分线段 AB,

并且小于或等于 3cm的 点组

和 5.1m,他们投出的铅球分

D
(第 3题 )

怎样用这样的工具找到 圆形工件的

⑧

⒉■2.2 直线和田的位置关系

思考

(1)如 图 2吐。27(D,如果我们把太阳看作一个圆,把地平线看作一

条直线。太阳升起的过程中,太阳和地平线会有几种位置关系?由 此你能

得出直线和圆的位置关系吗?

(1)             (2)
图 24.27

(2)如 图24.2-7(2),在 纸上画一条直线 J,把钥匙环看作一个圆。

在纸上移动钥匙环,你能发现在移动钥匙环的过程中,它 与直线 J的 公共

点个数的变化情况吗?
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可以发现,直线和圆有三种位置关系 (图 24.28):

(1)          (2)

图 24,28

如图⒛。28(D,直线和圆有两个公共
'氪
,这时

我们说这条直线和圆相交,这条直线叫做圆的割线。

如图 24.28(2),直线和圆只有一个公共点 ,

这时我们说这条直线和圆相切 ,这条直线叫做圆

的切线 (tangent line),这个点叫做切点。

如图 24.28(3),直线和圆没有公共点,这时

我们说这条直线和圆相离。

思考

如图扭。28,设⊙O的半径为r,圆心 O到 直线J的 距离为 d。 在直

线和圆的不同位置关系中,d与 r具有怎样的大小关系?反过来,你能根

据 J与 r的 大小关系确定直线和圆的位置关系吗?

根据直线和圆相交、相切、相离的定义,容易得到 :

直线 J和⊙f,相 交㈠〃(r;

直线 J和⊙O相切㈢亻=r;

直线 J和○O相离㈡〃>r。

蘩

曩

菅

玄

圆的直径是 13cm,如果圆心与直线的距 离分别是 :

(1)4.5cm;    (2)6,5cm;    (3)8cm.

那么直线和圆分别是什么位置关系?有几个公共 J点 ?

利 用信 息技 术 工

具,可以画出动态的图

形,方便研究直线和圆

的位置关系。有条件的

同学可以试一试。
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下面,我们重点研究直线和圆相切的情况。

思考

如图 24.2-9,在 ⊙o中 ,经过半径 OA的

外端点A作直线J⊥OA,则 圆心 O到直线J的

距离是多少?直线J和⊙O有什么位置关系?

可以看出,这时圆心 O到直线 J的距离就是

⊙O的半径,直线 J就是⊙O的切线。这样,我

们得到切线的判定定理 :

经过半径的外端并且垂直于这条半径的直线

是圆的切线。

在生活中,有许多直线和圆相切的实例.例

如,下雨天当你快速转动雨伞时飞出的水珠,在

砂轮上打磨工件时飞出的火星,都是沿着圆的切

线方向飞出的 (图 24.21O).

图 24,210

思考

将上面
“
思考

”
中的问题反过来,如 图 24.2-9,如 果直线 J是⊙O

的切线,切 点为A,那么半径 OA与 直线J是不是一定垂直呢?

A

实际上,我们有切线的性质定理 (可以用反证法证明):
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圆的切线垂直于过切点的半径。

例 1 如图 24.211,AABC为 等腰三角形 ,

o是底边 BC的 中点,腰 AB与⊙O相切于点D,

求证:AC是⊙O的切线。

分析:根据切线的判定定理,要证明AC是
⊙O的切线,只 要证明由点 O向 AC所作的垂线

段OE是⊙O的半径就可以了。而OD是 ⊙O的 半

径,因 此需要证明OE=OD。

证明:如图24.212,过点O作 OE⊥AC,垂
足为E,连接 OD,OA,

∵ ⊙O与 AB相切于点D,

∴ OD⊥ AB。

又 △ABC为等腰三角形,O是底边 BC的

中点 ,

∴ AO是zBAC的平分线,

∴ oE=oD,即 OE是⊙o的半径。

这样,AC经过⊙O的半径OE的外端E,并
且垂直于半径 OE,所以AC与⊙O相切。

在解决有关圆的切

线问题时,常常需要作

过切‘点的半径。

图 24,2-12

如图,AB是 ⊙O的直径 ,

B

r—
          ^

(第 1题 )

如图,AB是 ⊙O的直径 ,直线 J1,

怎样的位置关系?证明你的结论 ,

ZABT=45° ,AT=AB。 求证 : AT是⊙O的切线。

饧     B
(第 2题 )

J2是⊙O的切线,A,B是 切·点。J1,J2有
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下面研究经过圆外一点所作的两条切线之间

的关系。如图 2吐.213,过 圆外一点 P有两条直

线PA,PB分别与⊙O相切。经过圆外一点的圆

的切线上,这点和切点之间线段的长,叫做这点

到圆的切线长。

探 究

如图24.213,PA,PB是⊙O的 两条切线,切 点分别为A,B。

半透明的纸上画出这个图形,沿着直线 PO将 图形对折,图 中的PA
PB,zAPO与 zBPO有什么关系?

在

与

女口厘日

又

24.2-14,连接 OA和 OB。

PA和 PB是⊙O的两条切线 ,

OA⊥AP,OB⊥ BP。

oA=OB,oP=oP。
R″ΔAOP≌ R″ΔBOP。

∴ PA=PB,zAPo=zBPO。            臼zj·±·乙⊥△

由此得到切线长定理
芳

:

从圆外一点可以引圆的两条切线 ,它们的切线长相等 ,这一点和圆心的连

线平分两条切线的夹角。

0 思考

图24.215是 一块三角形的铁皮,如何在

它上面截下一块圆形的用料,并且使截下来的

圆与三角形的三条边都相切?

假设符合条件的圆已经作出,那么这个圆的圆心到三角形的三条边的距离

都等于半径。如何找到这个圆心呢?

图 24.213

图 24.2-14

关切线长定理的探索与证明为选学内容。
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我们以前学过,三角形的三条角平分线交于

一点,并且这个点到三条边的距离相等。因此 ,

如图 24.2-16,分别作zB,zC的 平分线 BM
和CN,设它们相交于点 r,那 么点 Ⅰ到 AB,

BC,CA的距离都相等。以点 r为圆心,点 J到

BC的距离 rD为半径作圆,则 ⊙r与△ABC的
三条边都相切,圆 】就是所求作的圆。

与三角形各边都相切的圆叫做三角形的内切圆 (hscⅡbed orclo,内 切圆

的圆心是三角形三条角平分线的交点,叫做三角形的内心 (incenter)。

例 2 如图 24.2-17,△ABC的内切圆⊙O与 BC,CA,AB分 别相切于

点 D,E,F,且 AB=9,BC=14,G⒋ =13。 求 AF,BD,CE的 长。

解 :设 AF=￡ ,则
^AE=J,

CD=CE=AC— AE=13— J,

BD=BF=AB— AF=9— J。

由 BD+CD=BC,可 得

(13— J)+(9—￡)=14。

解得

￡=4。

因此

AF=4,i3D=5,CE=9。

/御 ⑾

1.如 图 ,△ABC中 ,ZABC=50° ,ZACB=75° ,点

O是△ABC的 内心。求ZB(￡ 的度数 .

2.△ABC的 内切 圆半径 为 r,△
^BC的

周 长为 J,求

△ABC的 面积.(提示:设△ABC的 内心为 O,连接

OA,OB,∝ 。) C
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复习巩固

1.⊙ O的半径为 10cm,

关系:

(D8cm;
2.Rt△

^BC中
,ZC=90° ,AC=3cm,BC=4

半径 的⊙C与 AB的 位置关 系 :

(1)r=2cm; (2) r=2。 4cxn;

3.一根钢管放在 V形 架内,其横截面如图所示 ,

(D如果∽严=28cm,VT是 多少?

(2)如果Zt△W=60° ,VT是多少?

根据下列点 P到 圆心 O的距 离,判 断点 P和⊙O的位置

(2) 10cm; (3) 12cm。

cm,判 断以点 C为 圆心 ,下列 r为

(3)r=3cm。

钢管的半径是 25cm。

4. 如图,直线AB经过⊙O上的
`点

C,

⊙O的切线。

如图,以 点 O为 圆心的两个同心圆

点。求证 :AP=BP。

(第 5题 )

6.如图,PA,PB是 ⊙O的切 线,A,B
求ZP的 度数。

综合运用

7.已知AB=6cm,画 半径为 4cm的 圆 ,

少个?如果半径为 3cm,2cm呢 ?

C

(第 4题 )

并且 OA=OB,G⒋ =CB。 求证 :直线 AB是

中,大 圆的弦 AB是 小 圆的切 线 ,点 P为切

(第 6题 )

为切 点 ,AC是 ⊙O的 直径 ,z~BAC=25°

使它经过A,B两 J点。这样的圆能画出多

V

(第 3题 )
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如图,分别作出锐角三角形、直角三角形和钝角三角形的外接圆,它们外心的位

置有什么特
`点

?

(第 8题 )

9.如图是一名考古学家发现的一块古代车轮的碎片,你 能帮他找 出这个轮子的半径

吗?说出你的理由。

如图,一 个油桶靠在直立的墙边,量得 Wy=0.65m,并且 Xy⊥w⒈ 这个油

桶的底面半径是多少?为什么?

如 图,AB,BC,CD分 别与 ⊙O相切 于 E,F,G三 点 ,且 AB∥ CD,BO=
6cm,CO=8cm.求 i3C的 长。

0
 
 
 
 
1

(第 11题 )

12.如 图,AB为 ⊙O的直径 ,C为⊙O上一·点,

足为 D。 求证 :AC平 分ZDAB。

拓广探索

13.如 下页图,等 圆⊙O1和⊙O2相交于A,B
求ZO1AB的度数.

(第 12题 )

^D和
过点 C的切线互相垂直,垂

两点,⊙O1经过⊙O2的 圆心 O2。

(第 9题 ) (第 10题 )
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'     Ⅱ .                        冫、
.∶

△0∶

(Iˉ
  Ⅱ  ∶∶∶ ”圆和圆的

前亩我佾1孚 习了点和画、直线和圆的位

在两张透明的纸上分别画两个半径不同

定其中一张,移动另一张,可 以发现,⊙O1和⊙O2的位置可能出现以下几种情况 (图 D。

(4)                              (5)                         (6)

图 l

如果两个圆没有公共点,那么就说这两个圆相离,如 图 1中 (1)(5× 6)所示。其中

(1)叫 做外离,(5× 6)叫 做内含,(6)中 两圆的圆心相同是两圆内含的一种特殊情况。如

果两个圆只有一个公共点,那么就说这两个圆相切,如 图1中 (2)(4)所 示。其中 (2)叫

做外切,(4)叫 做内切。如果两个圆有两个公共点,那 么就说这两个圆相交,如 图 1中

(3)所示。
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类似于研究点和圆、直线和圆的位置关系,我们也可以用两圆的半径和两圆的圆心距

(两 圆圆心的距离)来刻画两圆的位置关系。如杲两圆的半径分别为r1和 r2(r1(r2),圆

心距为J,请你利用 J与 r1和 r2之间的关系讨论两圆的位置关系,并完成下表 :

圆和圆的备种位置关系在生活中随处可见 (图 2),你还能再举出一些例子吗?
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24.3正多边形和圆

我们知道,各边相等、各角也相等的多边形是正多边形。日常生活中,我

们经常能看到正多边形形状的物体,利用正多边形,也可以得到许多美丽的图

案 (图 24.31)。 你还能举出一些这样的例子吗?

图 24,31

正多边形和圆的关系非常密切,只要把一个圆分成相等的一些弧,就可以

作出这个圆的内接正多边形,这个圆就是这个正多边形的外接圆。

以圆内接正五边形为例证明。

如图 24.3-2,把⊙O分成相等的 5段弧,依次

连接各分点得到五边形 ABCDE。
⌒   '`  '冖 `  '`  '`                  :

∵ AB=BC=CD=DE=EA,
∴ AB=BC=CD=DE=EA,

BCE=⒊⒋B=CDA。

∴ zA=z召 。

同理 zB=zC=zD=zE。
又 五边形ABCDE的顶点都在⊙O上 ,

∴ 五边形 ABCDE是 ⊙O的 内接正五边形 ,

⊙O是正五边形ABCDE的外接圆。

我们把一个正多边形的外接圆的圆心叫做这个

正多边形的中心,外接圆的半径叫做正多边形的半

径,正多边形每一边所对的圆心角叫做正多边形的

中心角,中心到正多边形的一边的距离叫做正多边

形的边心距 (图 24.3-3)。

0

心

图 24.32

中̀b角 \ 半径R

图 24.33
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例 如图⒛。3-4,有一个亭子,它的地基是半径为 4m的正六边形,求

地基的周长和面积 (结果保留小数点后一位),

图 24,34

解:如图 24.3-4,连接 oB,oC。 因为六边形ABCDEF是正六边形,所

以它的中心角等于骂笋
=60° ,·o:C是等边三角形,从而正六边形的边长等

于它的半径。

因此 ,亭子地基的周长

J=6× 4=24(m)。

作 OP⊥ BC,垂足为 P。 在 Rt△OPC中 ,

OC=4m,PC=旦 ￡=告 =2(rn),利用勾股定

理 ,可得边心距

///正刀Ι‰的
=礻内角的度数是 多少?

中心角呢?正 多边形

的中心角与外角的大

小有什么关系?

亭子地基的面积

r=√42-22=2√t(m)。

S=告 Jr=:× 2吐 ×2√t、
`1.6(rn2)。

1,矩形是正多边形吗?菱形呢?正方形呢?为什么?

2.各边相等的圆内接多边形是正多边形吗?各角相等的圆内接多边形呢?如果是 ,

说明为什么;如果不是,举出反例 .

3.分别求半径为 R的 圆内接正三角形、正方形的边长、边心距和面积。
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实际生活中,经常遇到画正多边形的问题,比如画一个六角螺帽的平面

图、画一个五角星等,这些问题都与等分圆周有关。要制造如图 24.35中 的

零件,也需要等分圆周。

图 24,35

由于同圆中相等的圆心角所对的弧相等 ,因

此作相等的圆心角就可以等分圆周 ,从而得到相

应的正多边形。例如 ,画一个边长为 1.5cm的正

六边形时 ,可以以 1.5cm为半径作一个⊙O,用

量角器画一个等于
骂笋

=60° 的圆心角 ,它对着一

段弧 ,然后在圆上依次截取与这条弧相等 的弧 ,

就得到圆的 6个等分点 ,顺次连接各分点 ,即可

得到正六边形 (图 24.36(1))。

利用这种方法,可

以画出任意的正 彳边形 .

图 24.⒊7图 24.⒊ 6

对于一些特殊的正多边形,还可以用圆规和直尺来作.例如,我们也可以

这样来作正六边形。由于正六边形的边长等于半径,所以在半径为 R的圆上

依次截取等于R的弦,就可以把圆六等分,顺次连接各分点即可得到半径为

R的正六边形 (图 24.3咱 (2))。 再如,用直尺和圆规作两条互相垂直的直径 ,

就可以把圆四等分,从而作出正方形 (图 2准。3彳 )。
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画一个半径为 2cm的正五边形 ,再作 出这个正五边形的各条对角线 ,画 出一个

五角星。

用等分圆周的方法画出下列图案 :

(第 2题 )

旦习巩固

1.完成下表中有关正多边形的计算 :

2.要用圆形铁片截出边长为 c的正方形铁 片,选用的圆形铁

片的半径至少是多少?

3.正多边形都是轴对称图形吗?如果是 ,它 的对称轴在哪

里?正多边形都是中心对称图形吗?如果是,它 的对称中

心在哪里?

4,如图,H,r,J,Κ ,L分别是正五边形ABCDE各边的

中丿点.求证 :五边形 HⅠJKL是正五边形.

综合运用

5.如下页图,要拧开一个边长Ω=12mm的六角形螺帽,扳手

多少?

边心距

(第 4题 )
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(第 5题 )
(第 6题 )

6.如图,正方形的边长为 4cm,剪去四个角后成为一个正八边形.求这个正八边形

的边长和面积 ,

7.用 48m长的篱笆在空地上围成一个绿化场地,现有四种设计方案 :正三角形、

正方形、正六边形、圆。哪种场地的面积最大 (可以利用计算器计算)?

拓广探萦

8.把 圆分成 彳(m≥3)等份 ,经过各分J点作圆的切线,以相邻切线的交点为顶J点 的多

边形叫做这个圆的外切正 刀边形.如图,⊙O的半径是R,分别求它的外切正三

角形、外切正方形、外切正六边形的边长.

阅读与思考

圆周率π

我们知道,圆 的周长 C=2,rR,面 积 S=9tR2,你知道公式中的π是

怎么计算出来的吗?学过了正多边形和圆,就可以说出其中的道理了。

由公式 C=29tR可得 π=品。因此,如果已经求得圆的周长,那 么

只需把它和圆的直径相比就能得到圆周率 π,因 此,求 圆周率 π的问题

在某种意义上就可归结为求圆的周长。实际上,公式π=品 中圆的周长

(第 8题 )
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C是可以用圆内接正多边形的周长来近似代替的。如图 1,把 圆

″等分,顺次连接各分点,便得到一个正 ″边形。再取这 ″段

弧的中点,连 同前面的″个分点得到 z/P个分点,顺 次连接这

2彳 个点,便得到正 2m边形.继 续这样做下去,圆 内接正多边

形的边数就是 d/l,8″ ,16彳 ,32″ ,⋯ ,随 着边数的成倍增多 ,

它们的周长夕越来越接近圆的周长C,嘉也越来越接近于圆的

周长与直径的比值差|这 个数就是圆周率 π,π 是一个无理数 ,

π==3.141592653589793· ·、

历史上,对于圆周率 π的研究是古代数学一个经久不衰的

话题,在 我国,东 汉初年的 《周髀算经》里就有
“
径一周三

”

的古率.公 元前 3世 纪,古希腊数学家阿基米德 (Archime

des,约公元前 287一前 212)通 过圆内接和外切正多边形逼近

圆周的方法得到圆周率介于 3畀 和 3号 之间。我国魏晋时期的

数学家刘徽 (263年左右)首创
“
割圆术

”,利 用圆的内接正

多边形来确定圆周率,并指出在圆的内接正多边形边数加倍

的过程 中
“
割之弥细,所 失弥少,割 之又割,以 至于不可

割,则 与圆周合体 ,而 无所失矣
”
,他 计算出¨

晋
≈⒊1⒋ 南

朝的祖冲之 (429-500)在 公元 5世纪又进一步求得 π的值在

3.1415926和 3.1逐 15927之 间,是第一个将圆周率的计算精

确到小数点后 7位 的人.

随着时代的发展,人们利用高等数学的知识来计算π的值,先后得出了许多计算π

公式,π 的近似值的位数也迅速增长。

电子计算机问世以后,圆周率的计算突飞猛进 ,π 的小数点后的位数不断增长.⒛

纪 50年代得到千位以上,60年代则达到 50万 位,80年代得到 10亿位.到 21世纪初 ,

学家已计算出π的小数点后超过万亿的位数。

当今时代 ,π 的计算成为测试超级计算机的各项性能的方法之一.运算速度与计算

程的稳定性对计算机至关重要。这正是超高精度的π的计算直到今天仍然有重要意义的

因之一。

我国发行的祖

冲之纪念邮票

世

科

过

原
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2吐。4弧长和扇形面积

`∶

∮

也可 以用'钥
′
表

示'钥的长。

思考

我们知道,弧是圆的一部分,弧长就是圆周长的一部分。想一想,如

何计算圆周长?圆 的周长可以看作是多少度的圆心角所对的弧长?由此出

发,1° 的圆心角所对的弧长是多少?彳
°
的圆心角呢?

在半径为 R的圆中,因为 360° 的圆心角所对的

弧长就是圆周长 C=2巛 ,所以 1° 的圆心角所对的

弧长是
驾暑

,即
簧

于是
'的

圆心角所对的弧长为

J=篝 .

例 1 制造弯形管道时,经常要先按中心线计算
“
展直长度

”,再下料 ,

试计算图 24。 吐1所示的管道的展直长度 L(结果取整数 )。

图 24,41

解 :由弧长公式 ,得AB的长

J=1OO×
9OO× π

=5OOπ≈1570(mm)。

因此所要求的展直长度

L=2× 700+1570=2970(mm)。
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如图 24.42,由 组成圆心角的两条半径和圆

心角所对的弧围成的图形叫做扇形。可以发现 ,

扇形的面积除了与圆的半径有关外还与组成扇形

的圆心角的大小有关。圆心角越大,扇形面积也就

越大。怎样计算圆半径为 R,圆 心角为 m° 的扇形

面积呢?

思考

由扇形的定义可知,扇 形面积就是圆面积的一部分。想一想,如何计

算圆的面积?圆 面积可以看作是多少度的圆心角所对的扇形的面积?1° 的

圆心角所对的扇形面积是多少?m° 的圆心角呢?

在半径为 R的圆中,因为 360° 的圆心角所对

的扇形的面积就是圆面积 S=d2,所以圆心角是

瑚 扇形面积是
镁净

积是

S扇形=
7?9rR2

360 
·

例 2 如图 24。 4-3,水平放置的圆柱形排水管

道的截面半径是 0.6m,其中水面高 0.3m。 求截面

上有水部分的面积 (结果保留小数J点后两位 )Ⅱ

解 :如图 ⒛。4-4,连接 OA,OB,作 弦 z钥 的

垂直平分线 ,垂足为 D,郊 B于点 C,连接 AC。

∵ OC=0.6m,DC=0.3m,
∴ OD=∞ —DC=0.3(m)。

∴ OD=DC。

又 AD⊥DC,

∴ AD是 线段 OC的垂直平分线。

∴ AC=AO=∝ 。

图 24.4-2

比较扇形面积公式

于是 圆心角为 彳
°
的扇形 面   与弧长公式,可以用弧

长表示扇形面积 :

S扇形=:厌 ,

其中 J为 扇形的弧长 ,

R为半径。

图 24.43

图 24.44
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从而 zAOD=60° ,zAOB=12O°。

有水部分的面积

S=S扇 形OAB_S.。 A:

=嚣×旧湍A:· ∞

=0.12π—
Ξ
×0· 帆厅×0.3

父吕0.22(n12) 。

1
亠

 
,
臼

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
R
ˇ

(第 2题 )

如图,正三角形 ABC的 边长为 Ω,D,E,

以A,B,C三 点为圆心 ,号长为半径作圆。

(第 3题 )

F分别为 BC,G⒋ ,AB的 中点 ,

求图中阴影部分的面积。

/冖 CΞΞ国D
弧长相等的两段弧是等弧吗?

如图,有一段弯道是圆弧形的,道长是 12m,弧所对的圆心角是 81°,这段圆弧

所在圆的半径R是多少米 (结果保留小数J点后一位)?

我们知道,圆锥是由一个底面和一个侧面围成的

几何体,如图 24。 吐-5,我们把连接圆锥顶点和底面

圆周上任意一点的线段叫做圆锥的母线。

思考

圆锥的侧面展开图是什么图形?如何计算圆锥的侧面积?如何计算圆

图 24,4-5

锥的全面积?
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如图 24。 46,沿一条母线将圆锥侧面剪开并

展平,容易得到,圆锥的侧面展开图是一个扇

形.设圆锥的母线长为 J,底面圆的半径为 r,那

么这个扇形的半径为 J,扇形的弧长为 2πr,因此

圆锥的侧面积为 πrJ,圆锥的全面积为 πr(r+z)。

例3 蒙古包可以近似地看作由圆锥和圆柱

组成.如果想用毛毡搭建 ⒛ 个底面积为 12m2,

高为 3.2m,外 围高 1.8m的蒙古包,至少需要

多少平方米的毛毡 (π 取 3。 l42,结果取整数)?

解:图 24。 47是一个蒙古包的示意图。

根据题意,下部圆柱的底面积为 12m2,高
九2=1.8m;上部圆锥的高九1=3.2-1.8=1。 4(m)。

圆柱的底面圆的半径

r=√军≈l.954(nl,,

侧面积为

2π ×1.954× 1.8≈ 22。 10(m2).

圆锥的母线长

J=√ 1.95孑 +1。 42≈ 2。 幻4(m),      
冖~~

侧面展开扇形的弧长为

2π ×1.954≈ 12.28(m),

圆锥的侧面积为

:×
2· 404× 12.28^姓 4.76(Π 12)。

因此 ,搭建 ⒛个这样的蒙古包至少需要毛毡⒛×(22.1O+m。 %)≈
"8(彳

)。

1,圆 锥的底面直径是 80cm,母线长 90cm。 求它的侧面展开图的

圆心角和圆锥的全面积 .

2.如 图,圆 锥形的烟 囱帽的底 面圆的直径是 80cm,母 线长是

50cm,制作 100个这样的烟囱帽至少需要 多少平方米的铁皮 ?

ll4第二十四章 圆
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复习巩固

1.填空 :

(1)75°的圆心角所对的弧长是 2.5π cm,则 此弧所在圆的半径是___cm;
(2)一个扇形的弧长是 ⒛π cm,面积是 240π cm2,则 扇形的圆心角是___;
(3)用 一个圆心角为 120° ,半径为 4的扇形作一个圆锥的侧面,这个圆锥的底面

圆的半径为___。
2.如 图,两个大小一样的传送轮连接着一条传送带.求这条传送带的长。

10m

3m

(第 2题 )

3.在航海中,常 用海里 (单位 :n mile)作 为路程的度量单位.把地球看作球体 ,

1n mile近似等于赤道所在的圆中 1'的 圆心角所对的弧长。已知地球半径 (也就是

赤道所在圆的半径)约 为 6370km,1n mile约等于多少米 (π 取 3.14,结 果取

整数)?

4.正方形的边长为Ω,以各边为直径在正方形内画半圆,求 图中阴影部分的面积。

5.Rt△ABC中 ,ZC=90° ,AC=3,BC=4。 把它分别沿三边所在直线旋转一周。

求所得三个几何体的全面积。

综合运用

6.如 图是一段弯形管道,其 中,zO=ZO'=90° ,中 心线的两条圆弧半径都为

1000mm。 求图中管道的展直长度 .

形

(第 6题 )

如图,草坪上的自动喷水装置能旋转 220° ,

的半径是 20m。 求它能喷灌的草坪的面积。

(第 7题 )

它的喷灌区域是一个扇形 ,这个扇

(第 4题 )
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8. AC夹 角为 1⒛
°,AB的 长为

(第 8题 ) (第 9题 )

9.如图,粮仓的顶部是圆锥形,这个圆锥的底面圆的周长为 32m,母线长 7m.为
了防雨,需要在它的顶部铺上油毡,所需油毡的面积至少是多少?

拓广探索

10.如 图,从一块直径是 1m的 圆形铁皮上剪出一个圆心角为 90° 的扇形,求被剪掉

的部分的面积;如果将剪下来的扇形围成一个圆锥,圆 锥的底面圆的半径是

多少?

如图,扇 形纸扇

30cm,扇 面BD
完全打开后 ,外侧两竹条 AB,

的长为 ⒛ cm。 求扇面的面积。

(第 10题 )

11.如 图,有一个圆形花坛 ,

请你提供设计方案。

(第

要把它分成面积相等的四部分 ,

11题 )

以种植不 同的花卉 ,

1l6第二十四章
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实验与探究
凡 鼹 荮

设计跑道

田径比赛中,在进行 400m比 赛时,运 动员的起

跑点并不处在同一条线上,为 什么这样呢?

如果比赛的起点和终点同在一条直线上,显然,对

内侧跑道上的运动员较为有利。原因是内侧跑道的路程

较短。因此,为 了公平比赛,在 外侧跑道的运动员的起

跑点必须前移.

这里,你的任务是设计一条 8道的⒛0m跑道,每条

跑道由两条直的跑道和两端是半圆形的跑道组成,每条跑

道宽 1m,内侧的跑道长度为⑽0⒒ 画出每条跑道内的起

跑
`点
,使得每个运动员经过如Om比赛后到达同一终

`点
线.

设计这样的跑道,你需要思考 :

(1)圆 的半径对确定超前起跑点有什么影响?

(2)跑 道 的宽度对确定超前起跑点有什 么

影响?

(3)直 的跑道的长度对确定超前起跑点有什

么影响?

试完成表 1,并 计算图 1中 每一条跑道的全

长 L.

跑道 1

表 l 宽 1m,内 圈半径为 rm的跑道

跑道 2 跑道 3 跑道 4 跑道 5 跑道 6 跑道 7 跑道 8

图 1

rl=?   r2=rl+1 /3=?  r4=?  r5=?  /6=?  r7=?  r:=?

s==100 s==100   s==100   s〓 =100   s〓=100   s==100   s〓=100   s==100

L=200+2π r1

L=?  L=?  L=?  L=?  L=?  L=?  L=?
=二 400(rn)

从表 1,你就可以回答前面的三个问题了。现在,开始你的设计吧 !

查一下资料,一个标准田径场的 400m跑道直道长多少米?跑道宽度呢?由 此 ,

了进行 400m比赛,你能帮助体育老师画起跑线吗?

各就各位 ,预备 !跑 !
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数 学 活 动

路上行驶的各种车辆,车轮基本是圆形的。为什么车轮要做成圆形的

呢?这里面有什么数学道理吗?

用硬纸板剪一个圆,让它沿直尺在桌面上滚动 (图 D。 可以发现,圆
心与桌面的距离始终是不变的,这个距离等于圆的半径。因此,把车轮做

成圆形,当 车轮在平坦的地面上滚动时,车轮中心与地面的距离保持不

变,坐车的人会感到非常平稳。

图 1

如果车轮是正方形形状的,情况会怎样呢?剪一个正方形,让它沿直

尺在桌面上滚动,用笔跟踪一下它的中心的轨迹,你得到了什么 (图 2)?

把车轮换成椭圆再试一试 !

F,.I

如果有条件 ,你

也可以利用计算机软

件模拟一下.

图 2

试想一下,如果把车厢装在过轮子中心的轴上,车辆在平坦的路面上

行驶时,采用正方形或椭圆形状的车轮,你会有什么感觉?

实际上,车轮做成圆形,还有其他原因。例如在物理学习中,我们知

道,物体滚动时,要比滑动时的摩擦力小,而 圆形物体是容易滚动的。有

条件的同学,还可以查阅资料,看看还有没有其他方面的道理。
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我们知道 ,过任意一个三角形的三个顶点能作一个圆。过任意一个四

边形的四个顶点能作一个圆吗?

图 3给 出了一些四边形 ,能否过它们的四个顶 J点 作一个圆?试一试 !

图 3

分别测量上面各四边形的内角,如果过某个四边形的四个顶点能作一

个圆,那 么其相对的两个内角之间有什么关系?证明你的发现.

如果过某个四边形的四个顶点不能作一个圆,那么其相对的两个内角

之间有上面的关系吗?试结合图 4说明其中的道理。(提示:利 用圆周角

与其所对弧的大小关系,考虑zB+zD与 180°之间的关系.)

图 4

由上面的探究,试归纳出判定过某个四边形的四个顶点能作一个圆的

条件。

许多图案设计都和圆有关,图 5就是一些利用等分圆周设计出的图

案,图 6展示了其中ˉ个图案的设计过程。
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图 6

利用某些正多边形可以镶嵌整个平面的性质 ,还可以设计出一些美丽

的图案 ,如图 7。

你能画出其中的一些图案吗?

案,并与同学交流。

图 7

请你再利用圆或正多边形设计一些图
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丿
J、

-、 本幸知识结构囡

二、回顾与思考

本章比较系统地研究了圆的概念和有关性质。圆是一种特殊的曲线,圆 的

许多性质是通过与圆有关的线段 (如 直径、弦、切线等)和角 (如 圆心角、圆

月角等)体现的。因此,有关直线形图形的性质和判定在得出和证明圆的性质

时发挥着重要的作用。

本章还研究了点和圆、直线和圆的位置关系,圆 和三角形、四边形、正多

边形的关系等。数形结合以及类比是我们研究这些关系时采用的主要方法,它

们也是探索数学新知识的重要方法。

圆是轴对称图形,它 的任何一条直径所在直线都是它的对称轴;它 也是中

心对称图形,圆心就是它的对称中心。不仅如此,它还是旋转对称图形。圆的许

多性质都与圆的这些对称性有关。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.圆 的位置及大小由哪些要素确定?如何从点的集合的角度理解圆的

概念?

2.垂直于弦的直径有什么性质?在同圆或等圆中,两个圆心角以及它们所

结

弧、弦、圆心角之间的关系圆的有关性质

同弧上的圆周角和圆心角的关系

点和圆的位置关系 三角形的外接圆
点、直线和圆
的位置关系

三角形的内切圆直线和圆的位置关系

正多边形和圆

弧长和扇形面积 圆锥的侧面积和全面积
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对的弧、弦有什么关系?这些关系和圆的对称性有什么联系?

3.同 弧所对的圆周角和它所对的圆心角有什么关系?你能举出一些它们的

实际应用吗?

4.点和圆有怎样的位置关系?直线和圆呢?你能举出这些位置关系的一些

实例吗?你能用哪些方法刻画这些位置关系?

5.你 能用直尺和圆规作出一个三角形的外接圆和内切圆吗?圆 的内接四边

形有什么性质?正 多边形和圆有什么关系?

6.怎样由圆的周长和面积公式得到弧长公式和扇形面积公式?

红 习巩固

1.选择题 .

(1)如 图,⊙O的 直径 CD=10cm,
OM:OC=3:5,则 AB的长为

(A)v沔1cm (B)8cm

(2)

(第 1题 )

(2)如 图,⊙0中 ,弦 AB,0D相交于点P,ZA=4σ,ZAPD=75° ,贝刂ZB=
(  )。

(A)15°       (B)40°      (C) 75°     (D)35°
(3)如图,PA,PB分别与⊙O相切于A,B两·点,ZP=⒛°

,贝刂ZC=(  )。
(A) 70° (B)55° (C) 110°     (D) 140°

(4)以半径为 1的 圆的内接正三角形、正方形、正六边形的边心距为三边作三角

形,则 ( )。

(A)不 能构成三角形       (D这 个三角形是等腰三角形
(C)这个三角形是直角三角形   (D)这 个三角形是钝角三角形

AB是⊙O的 弦,AB⊥CD,垂足为

(  )。

(C)6cm    (D)4cm

M,
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(5)一个圆锥的侧面积是底面积的 2倍,则 圆锥侧面展开图的扇形的圆心角是 (

(A) 120°      (B) 180°     (C) 240°    (D) 300°

2.如 图,AC=CB,D,E分 别是半径 o⒋ ,OB的 中J点 .求证 :CD=CE.
C

).

3.

4.

(第 2题 )

如 图,AB是 ⊙O的 弦 ,半径 o⒋ =⒛ cm,

如 图,AB与 ⊙O相切 于点 C,OA=OB,

O~R的 长 ,

(第 3题 )

zAOB=120°。求△AOB的 面积 ,

⊙O的 直径 为 8cm,AB=10cm. 求

(第 4题 )

如 图 ,正六边形 ABCDEF的 中心为原 点 O,顶 ‘点A,

求其各个顶J点 的坐标:

如图,大半圆中有 ″个小半圆,大半圆的弧长为L1,

探索L1和 L2的 关系并证明你的结论 .

(第 5题 )

D在 r轴上 ,半径为 2cm,

″个小半圆的弧长和为 L2,

(第 6题)                    (第 7题 )

7,如 图,⊙A,⊙B,⊙ C两 两不相交,且半径都是 0,5cm。 求图中三个扇形 (即 阴

影部分)的 面积之和 .

综合运用

8,估计下页图中三段弧的半径的大小关系,再用圆规检验你的结论,

●
@
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,
臼

(第 8题)                    (第 9题 )

9,如 图 ,菱形 ABCD的 对 角线 AC,BD相 交 于 )点 O,四 条 边 AB,BC,CD,DA

的中`点
分别为E,F,G,H,这 四个`点

共圆吗?圆 心在哪里?

10.往直径为 650mm的 圆柱形油槽 内装入一些油以后 ,截 面如图所示.若 油面宽

AB=600mm,求 油的最大深度 ,

(第 10题 )
(第 11题 )

如图,在足球比赛中,甲带球奔向对方球门PQ,当 他带球冲到`点
A时 ,同伴乙

已经冲到`点
B,此时甲是直接射门好 ,还是将球传给乙,让 乙射门好?(仅从射

门角度大小考虑)

如图,利 用刻度尺和三角尺可以测量圆形工件的直径,说明其中的道理 .

(第 12题 ) (第 13题 )
(第 14题 )

如图,点 E是△ABC的 内心,AE的 延长线和△ABC的 外接 圆相交于
`点
D.求

证 :DE=DB.
如图,锚标浮筒是打捞作业 中用来标记锚或沉船位置的,它 的上下两部分是 圆

锥 ,中 间是圆柱 (单位 :mm),电镀时,如果每平方米用锌 0.11kg,电 镀 100

个这样的锚标浮筒 ,需要用多少锌 ?

14.
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拓广探索

15.如 图,⊙O的 直径AB=12cm,AM和 BN是它的两条切线,DE与⊙O相切于

点E,并与AM,BN分 别相交于D,C两点.设 AD=J,BC=丿 ,求 γ关于r

的函数解析式,并画出它的图象.

B    CⅣ
(第 15题 )

16,如 图,等腰三角形 ABC的 顶角ZA=36°。⊙O和底边 BC相切于BC的 中
`点
D,

并与两腰 AC,AB分 别相 交于 E,F,G,H四 点,其 中 G,F分 别是 两腰

AB,AC的 中`点
。求证 :五边形 DEFGH是 正五边形。

(第 16题 )
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第二十五章 概率初步

同学们都听说过
“
天有不测风云”

这句话吧 !

它的原意是指刮风、下雨、阴天、晴天这些天气

状况,人们事先很难准确预料。后来泛指世界上很

多事情具有偶然性,人们无法事先预料这些事情

是否会发生。

随着实践和认识的逐步深入 ,人们发现偶然

性事件中有些发生的可能性大,有些发生的可能

性丬、也就是说 ,偶然性事件发生可能性的大小是

有规律的。概率就是在研究这些规律中产生的,人
们用它描述偶然性事件发生的可能性的大小。例

如,天气预报说明天的降水概率为 9O ,就意味

着明天下雨 (雪)的可能性很大。

现在概率的应用日益广泛。本章我们将学习概

率初步知识,提高对偶然性事件发生规律的认识。
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25.1随机事件与概率

在现实世界中,我们经常会遇到无法预料事情发生结果的情况。例如,虽

然天气预报说明天有雨,但是我们无法确定明天是否一定会下雨;在某一时刻

拨打查号台 (114),无法确定线路是否能接通;参加抽奖活动,无法确定自己

能否中奖,更无法确定能中几等奖;等等.这些事情的发生都给我们不确定的

印象.下面我们再来看两个问题 .

⒛ .1.1 随机事件

问题 1 五名同学参加演讲比赛,以抽签方式决定每个人的出场顺序。为

了抽签,我们在盒中放五个看上去完全一样的纸团,每个纸团里面分别写着表

示出场顺序的数字 1,2,3,4,5。 把纸团充分搅拌后,小军先抽,他任意

(随机)从盒中抽取一个纸团。请思考以下问题 :

(1)抽到的数字有几种可能的结果?                冖

(2)抽到的数字小于 6吗 ?

(3)抽到的数字会是 0吗 ?

(4)抽到的数字会是 1吗 ?

通过简单的推理或试验,可以发现 :

(1)数字 1,2,3,4,5都有可能抽到,共有 5种可能的结果,但是事先

无法预料一次抽取会出现哪一种结果 ;

(2)抽到的数字一定小于 6;

(3)抽到的数字绝对不会是 0;

(4)抽到的数字可能是 1,也可能不是 1,事先无法确定。

问题 2 小伟掷一枚质地均匀的骰 (t。 u)子 ,骰子的六个面上分别刻有 1

到 6的点数。请思考以下问题:掷一次骰子,在骰子向上的一面上 ,

(1)可能出现哪些点数?

(2)出现的点数大于 O吗 ?

(3)出现的点数会是 7吗 ?

(4)出现的点数会是 4吗 ?
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通过简单的推理或试验,可以发现 :

(1)从 1到 6的每一个点数都有可能出现,所有可能的点数共有 6种 ,但

是事先无法预料掷一次骰子会出现哪一种结果 ;

(2)出现的点数肯定大于 0;

(3)出现的点数绝对不会是 7;

(4)出现的点数可能是 4,也可能不是 4,事先无法确定。

在一定条件下,有些事件必然会发生。例如,问题 1中 “
抽到的数字小于

6” ,问题 2中 “
出现的点数大于 0” ,这样的事件称为必然事件。相反地,有些

事件必然不会发生。例如,问题 1中 “
抽到的数字是 0” ,问题 2中 “

出现的点

数是 7” ,这样的事件称为不可能事件。必然事件与不可能事件统称确定性事件。

在一定条件下,有些事件有可能发生,也有可能不发生,事先无法确定 .

例如,问题 1中 “
抽到的数字是 1” ,问题 2中 “

出现的点数是 4” ,这两个事

件是否发生事先不能确定。在一定条件下,可能发生也可能不发生的事件,称

为△Ⅱ0∵ (randOm event)。

你还能举出一些随机事件的例子吗?

指出下列事件中,哪些是必然事件,哪些是不可能事件 ,

(1)通常加热到 100℃ 时,水沸腾 ;

(2)篮球队员在罚球线上投篮一次,未投中;

(3)掷一次骰子,向上一面的j点数是 6;

(4)任意画一个三角形,其 内角和是 360° ;

(5)经过有交通信号灯的路口,遇到红灯 ;

(6)射击运动员射击一次,命中靶心.

哪些是随机事件 ,

订l眄 J 袋子中装有 4个黑球、2个 白球,这些球的

形状、大小、质地等完全相同,即 除颜色外无其他差别。

在看不到球的条件下,随机从袋子中摸出 1个球。

(1)这个球是白球还是黑球?

(2)如果两种球都有可能被摸出,那么摸出黑球和

摸出白球的可能性一样大吗?
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为了验证你的想法,动手摸一下吧!每名同学随机从袋子中摸出 1个球 ,

记下球的颜色,然后把球重新放回袋子并摇匀。汇总全班同学摸球的结果并把

结果填在下表中。

球的颜色

表 25-1

黑球

比较表中记录的数字的大小,结果与你事先

的判断一致吗?

在上面的摸球活动中,“摸出黑球
”

和
“
摸出

白球
”

是两个随机事件。一次摸球可能发生
“
摸

出黑球
”,也可能发生

“
摸出白球

”,事先不能确

定哪个事件发生。由于两种球的数量不等,所以
“
摸出黑球

”
与

“
摸出白球

”
的可能性的大小不一

样 ,“摸出黑球
”

的可能性大于
“
摸出白球

”
的可

能性。你们的试验结果也是这样吗?

思考

能否通过改变袋子中某种颜色的球的数量,使 “
摸出黑球

”
和

“
摸出

白球
”

的可能性大小相同?

白球

1
⊥

 
 
 
 
 
 
^
'
臼

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
°

丨

艹

9

'⑾
已知地球表面陆地面积与海洋面积的比约为 3:7。 如果宇宙中飞来一块陨石落

在地球上 ,“ 落在陆地上”
与

“
落在海洋里

”
哪种可能性大?

桌上倒扣着背面图案相同的 5张扑克牌,其 中 3张黑桃、2张红桃.从中随机抽

取 1张 .

(1)能 够事先确定抽取的扑克牌的花色吗?

(2)你认为抽到哪种花色的可能性大?

(3)能否通过改变某种花色的扑克牌的数量,使 “
抽到黑桃

”
和

“
抽到红桃

”

的可能性大小相同?

列举一些生活中的随机事件、不可能事件和必然事件的例子.

黼

一般地,随机事件

发生的可能性是有大

小的。
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25.1.2  巾见彐阝

在同样条件下,某一随机事件可能发生也可能不发生。那么,它发生的可

能性究竟有多大?能否用数值刻画可能性的大小呢?下面我们讨论这个问题.

在问题 1中 ,从分别写有数字 1,2,3,4,5的五个纸团中随机抽取一

个,这个纸团里的数字有 5种可能,即

1, 2, 3, 4, 5。

因为纸团看上去完全一样 ,又是随机抽取 ,所以每个数字被抽到的可能性大小

相等。我亻丨l用
告
表示每一个数字被抽到的可能

J跬
大小。

在问题 2中 ,掷一枚骰子 ,向上一面的点数有 6种可能 ,即

1, 2, 3, 4, 5, 6。

因为骰子形状规则、质地均匀 ,又是随机掷出,所以每种点数出现的可能性大

/J、相等。我们用告表示每一种点数出现的可能J跬大犭、。

数值告和告刻画了试验中相应随机事件发生的可能性大小。一般地,对于

一个随机事件 A,我们把刻画其发生可能性大小的数值,称为随机事件 A发
生的概率 (prObab⒒ ity),记为P(A)。

由问题 1和问题 2,可以发现以上试验有两个共同特点 :

(1)每一次试验中,可能出现的结果只有有限个 ;

(2)每一次试验中,各种结果出现的可能性相等。

对于具有上述特点的试验,我们用事件所包含的各种可能的结果个数在全

部可能的结果总数中所占的比,表示事件发生的概率。例如,在上面的抽纸团

试验中,“抽到 1” 这个事件包含 1种可能结果,在全部 5种可能的结果中所

占的比为合 于是这个事件的概率

你能求出
“
抽到

奇数
”

这个事件的概
P(抽至刂1)==告 。

结果,在全部 5种可能的结果中所占的比为鲁
。

⋯ J¨

于是这个事件的概率
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P(抽至刂偶数)=∷鲁。

归纳

一般地,如果在一次试验中,有 m种 可能的结果,并且它们发生的

可能性都相等,事件 A包含其中的铭种结果,那 么事件A发生的概率

P(A)=丝。
m

在 P(A)=丝 中 ,由 铭 和 m的含义 ,可知 0≤御≤m,进而有 0≤
竿

≤ 1。

,z

因此 ,

0≤P(A)≤ 1。

特别地 ,

当A为必然事件时,P(A)=1;

当A为不可能事件时,P(A)=0。

事件发生的可能性越大,它的概率越接近 1;反之,事件发生的可能性越

小,它的概率越接近 0(图 25.⒈ 1).

事件发生的可能性越来越小

概率的值

不可能事件   事件发生的可能性越来越大     必然事件

图 25.⒈ 1

例 l 掷一枚质地均匀的骰子,观察向上一面的点数,求下列事件的

概率 :

(1)点数为 2;

(2)点数为奇数 ;

(3)冫氪数大于 2且小于 5。

解:掷一枚质地均匀的骰子时,向上一面的点数可能为 1,2,3,潍 ,5,

6,共 6种。这些点数出现的可能性相等.

(1)点数为 2有 1种可能,因此

P('氪妫t冫V2)==唁
0
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(2)点数为奇数有 3种可能 ,即点数为 1,3,5,因此

1
P(点数为奇数)=暑 =2。

(3)点数大于 2且小于 5有 2种可能,即点数为 3,4,因此

P(点数大于 2El/J、于 5)=丢 =;

例2 图 25。 ⒈2是一个可以自由转动的转

盘,转盘分成 7个大小相同的扇形,颜色分为红、

绿、黄三种颜色.指针的位置固定,转动的转盘

停止后,其中的某个扇形会恰好停在指针所指的

位置 (指针指向两个扇形的交线时,当作指向右

边的扇形 )。 求下列事件的概率 :

(1)指针指向红色 ;

(2)指针指向红色或黄色 ;

(3)指针不指向红色.

分析合问题中可能出现的结果有 7种 ,即 指针可能指向7个扇形中的任何

一个。因为这 7个扇形大小相同,转动的转盘又是自由停止,所 以指针指向每

个扇形的可能性相等.

解:按颜色把 7个扇形分别记为:红1,红2,红3,绿1,绿2,黄1,黄 2。

所有可能结果的总数为 7,并且它们出现的可能性相等。

(1)指针指向红色(记为事件 A)的结果有 3种 ,即红1,红2,红3,因此

P(A)=号 .

(2)指针指向红色或黄色(记为事件 B)的结果有 5种 ,即红1,红2,红 3,

黄1,黄2,因此

P(B)=号 。

(3)指针不指向红色 (记为事件 C)的结果有

4种 ,即绿1,绿2,黄1,黄2,因此

P(C)=号。

图 25,⒈ 2

把例 2中 的 (D
(3)两 问及答案联 系

起来,你有什么发现 ?

〓}i
.
卒

+
〓
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图 25。 ⒈3是计算机中
“
扫雷

”
游戏的

画面。在一个有 9× 9个方格的正方形雷区中,随

机埋藏着 10颗地雷,每个方格内最多只能埋藏 1

颗地雷。

小王在游戏开始时随机地点击一个方格,点

击后出现了如图所示的情况。我们把与标号 3的方

格相邻的方格记为A区域 (画线部分),A区域外

的部分记为B区域。数字 3表示在 A区域有 3颗

地雷。下一步应该点击 A区域还是B区域?

下一步应该怎样走取决于点击哪部分

遇到地雷的概率小,只 要分别计算点击两区域内

的任一方格遇到地雷的概率并加以比较就可以了。

A区域的方格共有 8个 ,标号 3表示在

这 8个方格中有 3个方格各埋藏有 1颗地雷.因此 ,

点击A区域的任一方格,遇到地雷的概率是各

B区域方格数为 9× 9-9=72.其 中有地雷的

方格数为 10-3=7。 因此,点击 B区域的任一方

格,遇到地雷的概率是磊
。

由于暑
>琵 ,即点击 A区域遇到地雷的可能

性太于点击B区域遇到地雷的可能性,因而第二

步应该点击 B区域。

图 25.⒈ 3

“
扫雷

”
游戏的 目

的是准确找出所有埋藏

在方格内的地雷,用 时

越少越好.用 鼠标 J点 击

(左 击)方 格,如果方

格内没有地雷,会 出现

一个标号,表示与这个

方格相邻的方格内,有

与标号相 同个数的地

雷,然后根据标号判断

下一步
`点

击的区域;如

果方格内有地雷,地雷

就会爆炸,游戏失败.
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抛掷一枚质地均匀的硬币,向上一面有几种可能的结果?它们的可能性相等吗?

由此能得到
“正面向上”

的概率吗?

不透明袋子中装有 5个红球、3个绿球 ,这些球除了颜色外无其他差别,从袋子

中随机摸出 1个球 ,“摸出红球
”

和
“
摸出绿球

”
的可能性相等吗?它们的概率

分别为多少?

回顾例 3,如果小王在游戏开始时J点 击的第一个方格出现标号 1,那 么下一步 `点

击哪个区域比较安全?

∶  螽
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复习巩固

1.请指出在下列事件中,哪些是随机事件,哪些是必然事件,哪些是不可能事件,

(1)通常温度降到 0℃ 以下,纯净的水结冰 ;

(2)随意翻到一本书的某页,这页的页码是奇数 ;

(3)从地面发射 1枚导弹,未击中空中目标 ;

(4)明 天太阳从东方升起 ;

(5)汽车累积行驶 10000km,从未出现故障 ;

(6)购 买 1张彩票,中 奖。

2.足球比赛前,由裁判员抛掷一枚硬币,若正面向上

则由甲队首先开球 ,若反面向上则由乙队首先开

球.这种确定首先开球一方的做法对参赛的甲、乙

两队公平吗?为什么?

3.10件 外观相同的产品中有 1件不合格,现从中随机

抽取 1件进行检测,抽到不合格产品的概率为多少?

综合运用

4.一个质地均匀的小正方体,六个面分别标有数字
“
1”

小正方体后 ,观察朝上一面的数字.

(1)出 现
“
5” 的概率是多少?

(2)出 现
“
6” 的概率是多少?

(3)出 现奇数的概率是多少?

“
1”

“
2”

“
4”

“
5”

“
5”。掷

5.如 图是一个可以自由转动的质地均匀的转盘,被分成 12

个相同的扇形.请你在转盘的适当地方涂上红、蓝两种颜

色,使得转动的转盘停止时,指针指向红、蓝两色的概率

/,x9ll砖 ,÷。
(第 5题 )
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25.2用 列举法求概率

在一次试验中,如果可能出现的结果只有有限个 ,且各种结果出现的可能性

大小相等,那么我们可以通过列举试验结果的方法,求出随机事件发生的概率。

饣刂t 同时抛掷两枚质地均匀的硬币 ,求下列事件的概率 :

(1)两枚硬币全部正面向上 ;

(2)两枚硬币全部反面向上;            “
同时抛掷两枚

(3)一枚硬币正面向上、一枚硬币反面向上.  质地均匀的硬币
”

与

它们叠 :列

举抛掷两枚硬币所胄旨产生的全部结果 ,   
亻芽事苕罗翠Γ笠霎

种试验的所有可能结
正正, 正反 , 反正, 反反。      果

一
样吗?

所有可能的结果共有 4种 ,并且这 4种结果出现

的可能性相等。

(l)所有可能的结果中,满足两枚硬币全部正面向上 (记为事件 A)的
结果只有 1种 ,即 “

正正
”,所以

l
P(A)=T。

(2)两枚硬币全部反面向上 (记为事件 B)的结果也只有 1种 ,即 “
反

反
”,所以

1
P(B)

4·

(3)一枚硬币正面向上 、一枚硬币反面向上 (记为事件 C)的结果共有 2

种 ,即 “
反正

”“
正反

”,所以

2    1
P(C)

4  2·

倒 2 同时掷两枚质地均匀的骰子 ,计算下列事件的概率 :

(1)两枚骰子的
`点

数相同 ;

(2)两枚骰子点数的和是 9;

(3)至少有一枚骰子的点数为 2。
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分析:当 一次试验是掷两枚骰子时,为 不重不漏地列出所有可能的结果 ,

通常采用列表法。

解:两枚骰子分别记为第 1枚和第 2枚 ,可以用表 252列举出所有可能

出现的结果。

结合表 252,体

会列表法对列举所有可

能的结果的作用。

思考

如果把例2中 的
“
同时掷两枚质地均匀的骰子

”
改为

“
把一枚质地均

匀的骰子掷两次
”,得到的结果有变化吗?为 什么?

由表 252可以看出,同时掷两枚骰子 ,可能出现的结果有 36种 ,并且它

们出现的可能性相等。

(1)两枚骰子的点数相同 (记为事件 A)的结果有 6种 (表中的红色部

分),即 (1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),所 以

6   1
P(A)=3G=石。

(2)两枚骰子的点数和是 9(记为事件 B)的结果有 4种 (表中的阴影部

分),即 (3,6),(4,5),(5,4),(6,3),所以

4    1
P(B)

36  9·

(3)至少有一枚骰子 的点数为 2(记为事件 C)的结果有 11种 (表 中蓝

色方框部分 ),所以

11
P(C)

36·

表 25-2

(2, 1) (3,1) (5,1)|(6,1)

(2Γ万刃t而 (5,2)|(6,2)

(2,3)|(3,3) (4,3)|(5,3)

(2, 4)

(2,5)

(1, 6) (2, 6) (3, 6)

(6,3)(1,3)

(4,4)(1,4) (3,4)

(5, 6)
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1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
,
“

不透明袋子中装有红、绿小球各一个,除颜色外无其他差别。随机摸 出一个小

球后 ,放回并摇匀,再随机摸出一个,求下列事件的概率 :

(1)第 一次摸到红球 ,第二次摸到绿球 ;

(2)两 次都摸到相同颜色的小球 ;

(3)两 次摸到的球中一个绿球、一个红球。

有 6张看上去无差别的卡片,上面分别写着 1,2,3,4,5,6.随机抽取 1张

后,放回并混在一起 ,再随机抽取 1张 ,那 么第二次取出的数字能够整除第一

次取出的数字的概率是多少?

例 3 甲口袋中装有 2个相同的小球,它们分

别写有字母 A和 B;乙 口袋中装有 3个相同的小

球,它们分别写有字母 C,D和 E;丙 口袋中装有

2个相同的小球,它们分别写有字母 H和 I。 从三

个口袋中各随机取出 1个小球。

(1)取出的 3个小球上恰好有 1个、2个和 3

个元音字母的概率分别是多少?

(2)取出的 3个小球上全是辅音字母的概率是多少?

分析:当 一次试验是从三个口袋中取球时,列 表法就不方便了,为 不重不

漏地列出所有可能的结果,通常采用画树状图法。

解:根据题意,可以画出如下的树状图 :

本题 中,A,E,I
是 元 音 字 母 ;B,C,
D,H是 辅音字母。

E
∧

〓
/
`
/
 

Η

`

`

/

/

Η
丙

//↑
′

乙  C    D

H  I

A
(l

H

这些结果出现的可能性相等。
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图

由树状图 (图 25.2△ )可以看出,所有可能出现的结果共有 12种 ,即

购买各学科电子课本 请到 ----> 淘宝店铺：百科城  http://shop111556653.taobao.com/?spm=a230r.7195193.1997079397.79.qbS65B



(1)只 有 1个元音字母 的结果 (红色 )有 5种 ,即 ACH,ADH,BCI,

BDI,BEH,所以

P(1个元音)=晃 ,

有 2个元音字母的结果 (绿色)有 4种 ,即 ACI,ADI,AEH,BEI,所以

P(2个元音 )==壳 =3·

全部为元音字母 的结果 (蓝色 )只有 1种 ,即

AEI,所以

P(3个元音 )=壳。

(2)全 是 辅 音 字 母 的 结 果 共 有 2种 ,即

BCH,BDH,所 以

P(3个辅音)=
12  6·

〓
K
隹

 
;
帚

 
.

阿

.
 
 

·〓夕

8
◆

 
爸
紧
膺
扌
蛋

7
●

 
;
.

冖
5
●

●
V

经过某十字路口的汽车,可能直行 ,也可能向左转或向右转.如果这三种可能性

大小相同,求三辆汽车经过这个十字路口时,下列事件的概率 :

(1)三辆车全部继续直行 ;

(2)两辆车向右转,一辆车向左转 ;

(3)至 少有两辆车向左转。

复习巩固

1.把一副普通扑克牌中的 1β 张黑桃牌洗匀后正面向下放

在桌子上,从中随机抽取丁张,求下列事件的概率 :

(1)抽 出的牌是黑桃 6; (2)抽出的牌是黑桃 lO;

(3)抽出的牌带有人像; (4)抽出的牌上的数小于 5;

(5)抽 出的牌的花色是黑桃,

颥

用树状图列举的结

果看起来一目了然,当

事件要经过 多个步骤

(三步或三步以上)完

成时,用 画树状图法求

事件的概率很有效。
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2.有一个质地均匀的正十二面体,十二个面上分别写有 1~12这

十二个整数.投掷这个正十二面体一次,求下列事件的概率 :

(1)向上一面的数字是 2或 3;

(2)向上一面的数字是 2的倍数或 3的倍数 .

3.一 个不透明的口袋中有四个完全相同的小球 ,把 它们分别标号

为 1,2,3,4。 随机摸取一个小球然后放回,再随机摸 出一个

小球。求下列事件的概率 :

(1)两 次取出的小球的标号相同 ;

(2)两 次取出的小球标号的和等于 4。

综合运用

4,一只蚂蚁在如图所示的树枝上寻觅食物,假定蚂蚁在每个岔

路口都随机选择一条路径 ,它获得食物的概率是多少?

5.第 一盒中有 2个 白球、1个黄球 ,第 二盒中有 1个白球、1个

黄球,这些球除颜色外无其他差别。分别从每个盒中随机取出

1个球 ,求下列事件的概率 :

(1)取出的 2个球都是黄球 ;

(2)取出的 2个球中 1个 白球、1个黄球。

6.假定鸟卵孵化后,雏鸟为雌乌与雄鸟的概率相同。如果 3枚鸟

卵全部成功孵化,那 么 3只雏鸟中恰有 2只雄鸟的概率是多少?

拓广探索

7.有两把不同的锁和三把钥匙,其 中两把钥匙分别能打开这两把锁,第 三把钥匙不

能打开这两把锁。随机取出一把钥匙开任意一把锁,一次打开锁的概率是多少?

8.如图所示的两张图片形状完全相同,把 两张图片全部从中间剪断,再把四张形状

相同的小图片混合在一起。从四张图片中随机摸取一张,接着再随机摸取一张 ,

则这两张小图片恰好合成一张完整图片的概率是多少?

(第 2题 )

(第 4题 )
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概率与中奖

同学们,你们都知道彩票吧.我们常常看见彩票摇奖的电视画面,

请同学们思考一下,如果某一彩票的中奖概率是10O0,那 么买 1000张 彩票就一定

能够中奖吗?

有的同学可能认为,中 奖概率为Γ乩矿
当然买 1000张彩票一定能中奖。事实是这样

吗?比 如,如果发行的 1000万 张彩票中有 1万 张能够中奖,就是说中奖率杲1000,那

么即使买 1000张彩票,这 1000张彩票也可能全部来自那些不能中奖的999万 张彩票,

事实上,买 1000张彩票相当于做 1000次试验,可能 1000张彩票中没有 1张 中奖 ,

也可能有 1张 中奖,也可能有 2张 中奖⋯⋯通过计算可以得知,10O0张 彩票中至少有 1

张彩票中奖的概率约为0.6323,没有 1张 中奖的概率约为0.3677。

为了发展公益事业,我 国发行了多种彩票,有 些彩票的最高奖高达数百万元。但是 ,

在有限的几次试验中中最高奖这种事件几乎是不可能发生的.买 1张彩票就能中最高奖的

概率近似为 0,我们通常把这种几乎不可能的事件称为小概率事件。

尽管中最高奖的概率微乎其微,但有一点是肯定的,买 的彩票越多中奖的机会就越

大.有些同学可能会问,如果把发行的所有彩票全部买下不就能保证中奖了吗?是 的,在

这种情况下,当 然可以保证中奖,但 是买下所有彩票需要的资金远远超过中奖获得的

奖金。
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25.3用频率估计概率

用列举法可以求一些事件的概率。实际上,我们还可以利用多次重复试

验,通过统计试验结果估计概率。

我们从抛掷硬币这个简单问题说起。抛掷一枚质地均匀的硬币时,“正面

向上
”
和

“
反面向上

”
发生的可能性相等,这两个随机事件发生的概率都是

0.5。 这是否意味着抛掷一枚硬币 100次时,就会有 50次 “
正面向上

”
和 50

次
“
反面向上

”
呢?不妨用试验进行检验。

试验 把全班同学分成 1O组 ,每组同学抛掷一枚硬币 50次 ,整理同学们

获得的试验数据,并完成表 25-3。

第 1组的数据填在第 1列 ,第 1,2组的数据之和填在第 2列⋯⋯10个组

的数据之和填在第 10列。如果在抛掷硬币 彳次时,出 现 昭次
“
正面向上

”
,

则称比值丝为
“
正面向上

”
的频率。

m

表 25-3

根据上表中的数据,在图25.3-1中标注出对应的点。

请 同学们根据试验所得数据想一想 :“正面向上
”

的频率有什么规律 ?
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“
正面向上

”
的频率碧

150 200250 300 350 400 450500

图 25,3-1
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表 犭-4

历史上 ,有些人 曾做过成千上万次抛掷硬币的试验 ,其中一些试验结果见

表 25-准 .

思考

随着抛掷次数的增加,“正面向上
”

的频率的变化趋势是什么?

可以发现,在重复抛掷一枚硬币时,“正面向上
”

的频率在 0.5附近摆动。

一般地,随着抛掷次数的增加,频率呈现出一定的稳定性:在 0.5附近摆动的

幅度会越来越小。这时,我们称
“
正面向上

”
的频率稳定于 0.5。 它与前面用

列举法得出的
“
正面向上

”
的概率是同一个数值.

在抛掷一枚硬币时,结果不是
“
正面向

上
”,就是

“
反面向上

”。因此,从上面的试验

中也能得到相应的
“
反面向上

”
的频率。当

“
正面向上

”
的频率稳定于 0.5时 , “

反面向

上
”

的频率也稳定于 0.5。 它也与前面用列举

法得出的
“
反面向上

”
的概率是同一个数值。

实际上,从长期实践中,人们观察到,对
一般的随机事件,在做大量重复试验时,随着

试验次数的增加,一个事件出现的频率,总在

一个固定数的附近摆动,显示出一定的稳定

性。因此,我们可以通过大量的重复试验,用

一个随机事件发生的频率去估计它的概率。

雅各 布 ·伯努利 (1654—

1705),概率论的先驱之一,
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用频率估计概率,虽然不像列举法能确切地计算出随机事件的概率,但由

于不受
“
各种结果出现的可能性相等

”
的条件限制,使得可求概率的随机事件

的范围扩大。例如,抛掷一枚图钉或一枚质地不均匀的骰子,不能用列举法求
“
针尖朝上

”
或

“
出现 6点”

的概率,但可以通过大量重复试验估计出它们的

概率。

从抛掷硬币的试验还可以发现,“正面向上
”

的概率是 0.5,连续掷 2次 ,

结果不一定是
“
正面向上

”
和

“
反面向上

”
各 1次 ;连续抛掷 100次 ,结果也

不一定是
“
正面向上

”
和

“
反面向上

”
各 50次。也就是说,概率是 O.5并不能

保证掷 2刀 次硬币一定恰好有彳次
“
正面向上”,只是当刀越来越大时,正面

向上的频率会越来越稳定于 O。 5。 可见,概率是针对大量重复试验而言的,大

量重复试验反映的规律并非在每一次试验中都发生。

下表记录了一名球员在罚球线上投篮的结果 .

韶乏血良衫廴宏廴m    50   100   150   200   250   300   500

(1)计算投中频率 (结 果保留小数J点后两位);

(2)这名球员投篮一次,投中的概率约是多少 (结 果保留小数
`点
后一位)?

用前面抛掷硬币的试验方法,全班同学分组做掷骰子的试验 ,估计掷一次骰子

时
“
点数是 1” 的概率.

我们再来看一些问题。

问题 1 某林业部门要考察某种幼树在一定条件下的移植成活率,应采用

什么具体做法?

幼树移植成活率是实际问题中的一种概率。这个问题中幼树移植
“
成活

”

与
“
不成活

”
两种结果可能性是否相等未知,所以成活率要由频率去估计。

在同样条件下,对这种幼树进行大量移植,并统计成活情况,计算成活的

频率。随着移植数 m越来越大,频率丝会越来越稳定,于是就可以把频率作为
彳
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成活率的估计值。

表 25-5是一张模拟的统计表,请补全表中空缺,并完成表下的填空。

从表 25-5可以发现,随着移植数的增加,幼树移植成活的频率越来越稳

定。当移植J总数为 14OOO时 ,成活的频率为 0.9O2,于是可以估计幼树移植成

活的概率为___。

柑橘在运输、储存

中会有损坏,公司必须

估算出可能损坏的柑橘

总数,以便将损坏的柑

橘的成本折算到没有损

坏的柑橘的售价中。

问题 2 某水果公司以2元/kg的成本价新进

1000O kgM橘。如果公司希望这些柑橘能够获得

利润 5OO0元 ,那么在出售柑橘 (去掉损坏的柑

橘)时 ,每千克大约定价为多少元比较合适?

销售人员首先从所有的柑橘中随机抽取若干

柑橘,进行
“
柑橘损坏率

”
统计,并把获得的数

据记录在表 25-6中。请你帮忙完成此表.

表 25-5
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表 25-6

填完表后 ,从表 256可以看出,随着柑橘质量的增加 ,柑橘损坏的频率

越来越稳定。柑橘总质量为 500kg时 的损坏频率为 0.103,于是可以估计柑橘

损坏的概率为 0.1(结果保 留小数点后一位 )。 由此可知 ,柑橘完好 的概率

为 0.9。

根据估计的概率可以知道 ,在 10000kg柑橘中完好柑橘的质量为

10000× 0.9=9000(kg).

完好柑橘的实际成本为

2× 10000   2
9000 =而 ≈ 2· ” (元/k⒆ 。

设每千克柑橘的售价为 J元 ,则
′         (￡ -2.22)× 9000=5000。

解得

J≈ 2.8(元 ).

因此 ,出售柑橘时 ,每千克定价大约 2.8元可获利润 5OO0元。
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某农科所在相同条件下做某作物种子发芽率的试验,结果如下表所示 :

一般地,1000kg种 子中大约有多少是不能发芽的?

100   200

(1)计算表中相应的
“
射中 9环 以上”

的频率 (结 果保留小数
`点
后两位 ).

复习巩固

1.在做重复试验时,随着试验次数的增多,事件发生的频率一般会有什么变化趋势?

2.从一定高度落下的图钉,落地后可能图钉尖着地,也可能图钉尖不着地,估计哪

种事件的概率更大,与 同学们合作,通过做试验验证你事先的估计是否正确,

综合运用

3.某射击运动员在同一条件下的射击成绩记录如下 :
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(2)这 些频率具有怎样的稳定性?

(3)根据频率的稳定性,估计这名运动员射击一次时
“
射中 9环 以上”

的概率

(结 果保留小数点后一位).

4.投针试验

(1)在一个平面上画一组间距为 d=4cm
的平行线,将一根长度为 J=3cm的

针任意投掷在这个平面上,针 可能与

某一直线相交,也可能与任一直线都

不相交。根据记录在下表 中的投针试

验数据,估计针与直线相交的概率,

缶戈玫y刀辶缕廴九   25   50   75   100  125

(第 4题 )

150  175  200  225

(2)在投针试验中,如果在间距 歹=4cm、 针长 J=3cm时 ,针与直线相交的概

率为 p,那么当d不 变、J减 小时,概率 p如何变化?当 J不 变、
'减

小时 ,

概率 p如何变化 (在试验中始终保持 J<d)?

5.为 了估计鱼塘中的鱼数 ,养鱼者首先从鱼塘中打捞 ″条鱼,在每一条鱼身上做好

记号后把这些鱼放归鱼塘 ,再从鱼塘中打捞 曰条鱼,如果在这 c条鱼中有 8条鱼

是有记号的,那 么估计鱼塘中鱼的条数为
管

,你认为这种估计方法有道理吗?为

什么?

拓广探素

6,动物学家通过大量的调查估计 :某种动物活到 20岁 的概率为 0.8,活到 25岁 的

概率为 0,5,活到 30岁 的概率为 0,3。

(1)现年 ⒛ 岁的这种动物活到 25岁 的概率为多少?

(2)现年 25岁 的这种动物活到 30岁 的概率为多少?
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π的估计

图1是一个七等分圆盘,随意向其投掷一枚飞镖,则 飞

镖落在圆盘中任何一个点上的机会都相等。由于各个小扇形

大小一样,因 此飞镖落在红、黄、绿区域上的概率分别为号
,

号
,号·这里概率的大小是备颜色区域的面积在整个区域的

面积中所占的比。

一般地,如果在一次试验中,结果落在区域 D中每一点都是等可能的,用 A表示
“
试验结果落在区域D中 一个小区域M中”

这个事件,那么事件A发生的概率为

P(A)=笤η弩蔷嘱肾·
图2是一个正方形及其内切圆,随机地往正方形内投一

粒米,落在圆内的概率为

P(A)=      =T。

由此解答下列问题 :

(1)随机撒一把米到画有正方形及其内切圆的自纸上 ,

统计并计算落在圆内的米粒数侈 与正方形内的米粒数″的比
箐

。

(2)笄和詈
之间有什么关系?你能用它们之间的关系估计出

图 1

π的值吗?

(3)为 了提高π的估计精度,你认为还可以怎么做?
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∷ 数 学 活 动

在如图 1所示的图形中随机撒一把豆子,计算落在A,B,C三 个区

域中豆子数的比。多次重复这个试验,你 能否发现上述比与A,B,C三
个区域的面积有什么关系?把 “

在图形中随机撒豆子
”
作为试验,把 “

豆

子落在区域 C中”记作事件W,估计事件W的概率P(W)自勺值。

3张扑克牌中只有 1

率跟抽取的顺序有关吗?

到黑桃的概率。

张黑桃,3位 同学依次抽取,他们抽到黑桃的概

请同学们通过试验,试着用频率估计每个同学抽
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'J、

-、 本章知识结构图

二、回顾与思考

随机事件在一次试验中是否发生具有偶然性,但在大量重复试验中,随机

事件发生的可能性会呈现一定的规律性,概率从数值上刻画了随机事件发生的

可能性大小,揭示了随机现象中存在的规律。

对于可能出现的结果只有有限个,且各种结果出现的可能性相等的随机试

验,我们可以通过列举法求出它的概率。在用列举法求概率时,要注意做到结

果不重不漏,通过大量重复试验,用 频率估计概率,也是求概率的一种重要方

法,它 不仅适用于各种结果出现的可能性相等的试验,也适用于各种结果出现

的可能性不相等的试验。

请你带着下面的问题,复 习一下全章的内容吧。

1.举例说明什么是随机事件。

2.在什么条件下,可 以通过列举法得到随机事件的概率?

3.用 列举法求概率有哪些具体的方法?它 们各有什么特点?

4.简述用频率估计概率的一般做法。

5.结合本章内容,说说你对概率的理解以及概率在实践中的作用。

结

用列举法求概率
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复习巩固

1.在单词 mathem血cs(数学)中任意选择一个字母,求下列事件的概率 :

(1)字母为
“
h”

;

(3)字母为元音字母 ;

(2)字母为
“
沪 ;

(4)字母为辅音字母 .

2.如图,两个相同的可以自由转动的转盘 A和 B,A
盘被平均分为 12份 ,颜 色顺次为红、绿、蓝;B盘
被平均分为红、绿和蓝 3份。分别转动 A盘和 B

盘,A盘停止时指针指向红色的概率与 B盘停止时

指针指向红色的概率哪个大?为什么?

3.从一副扑克牌中随机抽取一张。

(1)它是王牌的概率是多少?

(2)它是 Q的概率是多少?

(3)它是梅花的概率是多少?

4,一 天晚上 ,小伟帮助妈妈清洗两个只有颜色不同的有盖茶杯,突 然停电了,小伟

只好把杯盖和茶杯随机地搭配在一起。求颜色搭配正确和颜色搭配错误的概率各

是多少。

综台运用

5.某商场有一个可以自由转动的转盘 (如 图)。 规定 :

顾客购物 100元 以上可以获得一次转动转盘的机

会,当 转盘停止时,指针落在哪一个区域就获得相

应的奖品。下表是活动进行中的一组统计数据:        (第
5题 )

转动转盘的次数 刀   100 150 zO0 500 gO01000

落在
“
铅笔

”
的次数 御  68 111 136 345 546 701

落在
“
铅笔

”
的频率

丝  ·
9a

(1)计算并完成表格 ;

(2)转动该转盘一次,获得铅笔的概率约是多少?

6.同 时掷两枚质地均匀的骰子,求 J点数的和小于 5的概率。

7.一 个批发商从某服装制造公司购进了 50包型号为 I'的衬衫,由 于包装工人疏忽 ,

在包裹中混进了型号为 M的衬衫。每包中混入的 M号衬衫数见下页表 :

A       B
(第 2题 )
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M号衬衫数

包  数

一位零售商从 50包 中任意选取了一包,求下列事件的概率 :

(1)包 中没有混入 M号衬衫 ;

(2)包 中混入 M号衬衫数不超过 7;

(3)包 中混入 M号衬衫数超过 10.

8.同 学们,你们都知道
“
石头、剪子、布

”
的游戏吧!如果两个人做这种游戏,随

机出手一次,两 个人获胜的概率各是多少?

拓广探索

9.把三张形状、大小相同但画面不同的风景图片,都按同样的方式剪成相同的三

段 ,然后将上、中、下三段分别混合洗匀.从三堆图片中随机各抽出一张,求这

三张图片恰好组成一张完整风景图片的概率.

u
 
3

⒛
 
 
3

9
 
 
 

准

冖°

 
⒖

迮

 
 
⒛

10. 已知电流在一定时间段 内正常通过电子元件

的概率是 0,5,分别求在一定时间段

内,A,B之 间和 C,D之 间电流能够正常

通过的概率。(提示:在一次试验中,每个电

子元件的状态有两种可能 (通 电,断 开),

并且这两种状态的可能性相等,用 列举的方

法可以得出电路的四种可能状态。)

(第 10题 )

11.鸟 类学家要估计某森林公园内鸟的数量,你 能用学过的知识 ,为 乌类学家提 出

一种估计鸟的数量的方法吗?(假定在一定的时期内,森林公园可以近似地看作

与外部环境封闭。)
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中文

一元二次方程

根

二次函数

旋转

中心对称

中心对称图形

圆

圆心

半径

弦

直径

弧

半圆

圆心角

圆周角

外接圆

夕卜心

页 码

3

3

29

59

6吐

67

79

79

79

8O

80

80

80

83

85

94

94

96

100

100

128

130

英文

quadratic equation in○ne unknOwn

root

quadratic functi○ n

r⊙ tat1on

Central symmctry

central syr11rlletry Ⅱgure

circle

center⊙f a circle

radius

chOrd

diarneter

arc

semi circle

Central angle

angle in a circular segment

circumcircle

切线

内切圆

内心

随机事件

概率

c1rcumcenter

tangent line

inscribed circle

1ncenter

randOrn event

probabⅡ ity
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记

本册教科书是人民教育出版社课程教材研究所中学数学课程教材研究开发

中心依据教育部 《义务教育数学课程标准 (⒛ 11年版 )》 编写的,经国家基础

教育课程教材专家工作委员会⒛13年审查通过。

本册教科书集中反映了基础教育教科书研究与实验的成果,凝聚了参与课

改实验的教育专家、学科专家、教研人员以及一线教师的集体智慧。我们感谢

所有对教科书的编写、出版提供过帮助与支持的同仁和社会各界朋友,感谢整

体设计艺术指导吕敬人等。

本册教科书出版之前,我们通过多种渠道与教科书选用作品 (包括照片、

画作 )的作者进行了联系,得到了他们的大力支持。对此,我们表示衷Jb的感

谢!但仍有部分作者未能取得联系,恳请人选作品的作者与我们联系,以便支

付稿酬。

我们真诚地希望广大教师、学生及家长在使用本册教科书的过程中提出宝

贵意见,并将这些意见和建议及时反馈给我们:让我们携起手来 ,共同完成义

务教育教材建设⊥作 !

联系方式

电  话:010-58T~s8318

电子邮箱:jcfl【@pep￡ om.cll

人民教育出版社 课程教材研究所

巾学数学课程教材研究开发中心

⒛ 13年 5月
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